Cislo 6 Letny semester 44. ro¢nika (2019,/2020)

STROM

KoreSpondenény matematicky seminar

Caute!

Nastal maj, lasky ¢as, vonku vSetko kvitne, Skolsky rok sa chyli ku koncu
(4no, naozaj, aj ked sa to mozno nezd4) a vy sa uZ iste neviete dockat Gerstvo
opravenych a obodovanych rieSeni. Spolu s nimi sa v8ak koné¢i aj 44. ro¢nik
STROM-u. Ale budtci skolsky rok zaéne dalsi, tak ho urcite nepremeskajte.
Verime, Ze uz teraz sa neviete doc¢kat novych krasnych zadani, ktoré pre vas
pripravime. My sa zase uz teraz teSime na vaSe rieSenia. Za normalnych okol-
nosti by sme vam popriali pekné leto, vela zazitkov a oddychu (hlavne od
skoly), aby ste nacerpali sily na dalsi roéntk STROM-u. Teraz je ale vela veci
hore nohami. No my vam aj tak prajeme pekné leto, vela zazitkov a oddychu
(hlavne od skoly), aby ste nacerpali sily na d'alsi ro¢nik STROM-u. :)

Navzdy vasi STROMAci

TMM

Aj toto leto mozes stravit tyzdenl plny zabavy s kamaratmi a super vedicimi na Tébore mladych matematikov. Mo6zes sa
tesit na neopakovatelny program, zabavne podant matiku a prijemnt spolo¢nost.
TMM sa bude konat 16. — 23. augusta v Penzione pod Sitnom na Poc¢uvadlianskom jazere a je uréené pre buducich siedmakov
az buducich druhakov na strednej skole. Kompletné informécie, ako aj prihlasovanie, najdes na nasej stranke. Nenechévaj si
prihlasenie na poslednt chvilu, lebo pocet miest je obmedzeny. Tesime sa na teba.

Opravovali: Dano Ondus, Erik Berta I
e Pocet rieseni: 44 . ||

Majme ¢&isla od 1 do n. Pre kazdé n najdite najvacsie k také, Ze naSe Cisla vieme rozdelit do & skupin s rovnakym suctom.

RieSenie

Sucet ¢isel od 1 po n je rovny n(n + 1)/2. KedZe ¢isla v kazdej z k skupin maja rovnaky sucet (oznaéme ho s), tak nutne
plati, ze k - s = n(n + 1)/2. To znamen4, Ze maximéalne k dosiahneme prave pri minimalnom s.

Vidime, Ze s musi byt najmenej n, pretoze aj ¢islo n sa nachadza v nejakej skupine. Ak je n nepéarne, tak ho vieme nechat
samostatnej skupine a zvy$né &isla poparujeme do dvojic so sicétom n. Takto sme dosiahli najmensie mozné s, takze aj
najvacsie mozné k, ktoré je rovné (n+ 1)/2.

Ak je n parne, tak za predpokladu, Ze s = n, musi byt k rovné (n 4 1)/2. To v8ak nie je celé &islo, teda s = n nevyhovuje.
Druhé najmensia moznost je s = n + 1. Teraz ¢isla Tahko poparujeme do dvojic so st¢tom n + 1 a dostaneme k = n/2,
¢o je hladané maximum.

Iné rieSenie

Dalo sa postupovat aj priamo, maximalizovanim k. Ak by existovali 2 skupiny, ktoré obsahuju iba 1 ¢islo, tak tieto skupiny
maji zjavne rozny sucet. Preto je takdto skupina nanajvys jedna a zvys$né maja aspon 2 ¢isla. Pocet skupin je teda nanajvys
(n—1)/2+ 1= (n+1)/2, pricom pre neparne n je toto ¢islo celé a pre parne je najblizsie nie vicsie celé ¢islo rovné n/2.
To, Ze tieto hodnoty vieme dosiahnut, Il'ahko overime ako v prvom rieseni.

Komentar

Vsetci ste prisli k spravnemu vysledku, obéas ste vSak nezvladli ukazat, Ze na viac skupin to naozaj nejde. Najastejsie vas
potrapili parne ¢isla, kde ste nedostato¢ne vysvetlili, Ze ¢isla nemoZzeme rozdelit lepSie ako do dvojic.
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Opravovali: Timka Sz6ll6sova, Michal Masrna I
e Pocet rieSeni: 42 _|II-___-

Majme rovnostranny trojuholnik. Kazda jeho strana je rozdelené na k rovnakych ¢asti pomocou k —1 bodov. Tymito bodmi
vedme rovnobezky so zvyinymi dvoma stranami trojuholnika. Takto vznikne trojuholnikova siet zloZend z k2 mensich
trojuholnikovych poli¢ok. Nazvime retaz taku sekvenciu poli¢ok, Ze kazdé poli¢ko je v nej zahrnuté maximalne raz a po sebe
nasledujtice policka maji spoloéni stranu. Aké je najdlhsia mozna retaz?

RieSenie

V tulohach, v ktorych sa vyskytuje nejaka tabulka, sa castokrat v rieSeni vyuZiva jej ofarbenie. Tak to bude aj v tomto
pripade — najintuitivnejsie ofarbenie je dat trojuholnicky smerujice nahor jednou farbou a nadol druhou. Ked tak urobime,
moZeme si vSimnut, Ze kazdé dve po sebe iduce policka retaze musia mat rozdielnu farbu. Z toho vyplyva, Ze v retazi moze
byt poli¢ok jednej farby najviac o jedno viac ako poli¢ok druhej.

Pozrime sa teraz, kol'ko trojuholnickov mame ktorej farby. VSetky sivé trojuholnicky okrem tych, ktoré maji zakladiiu
na zakladni velkého trojuholnika, maju svoj par — biely trojuholnicek hned pod sebou. NuZ a kedZe na zdkladni velkého
trojuholnika je presne k sivych trojuholni¢kov, tak sivych trojuholni¢kov je celkovo o k viac. AvSak v retazi modZe byt len
o jeden sivy trojuholnidek viac. To znamena, Ze aspont k — 1 trojuholni¢kov nevieme zapojit do retaze.

A
A
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Na zaver eSte treba ukazat, 7ze skuto¢ne existuje taka retaz, ktora obsahuje presne k? — (k — 1) trojuholnitkov. Tato retaz
vznikne tak, Ze v kazdom riadku okrem horného vyneché jeden sivy trojuholni¢ek, ako vidime na obrazku. Najdlhsia mozna
refaz ma teda k? — k + 1 policok.

Komentar

Jediné iné, devitbodové a velmi originalne rieSenie mal DuSan Oberta, ktorému by sme chceli aspon takto zabezpecit
nehynticu slavu v STROMe. :)

Ostatni, ktori ste tlohu vyriesili, ste ju vyriesili obdobnou tivahou o ofarbeni siete. Tato metdda patri k velmi obltibenym,
¢o sa tyka kombinatorickych tloh, preto si ju poriadne zapaméitajte. Ti, ktori ste za tlohu mali menej bodov, ste sa ju
vacginou snaZili vyriegit akousi indukciou. Problémom pri tejto tlohe je v8ak fakt, Ze optimalna trasa pre k — 1 nemusi byt
sucastou optimalnej trasy pre k.

Opravovali: Zanetka Semanisinova, Mato Gbur I
* Pocet rieseni: 42 L .-

Kazdé z ¢isel aq,as,...,a, je rovné 1 alebo —1 a plati
(1020304 + 02030405 + 43040506 + -+ + Ap_10,0102 + anaia2a3 = 0.

Dokazte, ze n je delitelné 4.

Riesenie

Zo zadania je sucet jednotlivych si¢inov rovny nule. Kazdy zo st¢inov ajasasas az anaiasasz nadobtuda hodnotu —1 alebo
1. Stédiny zacdinaji postupne vSetkymi ¢islami od a; po a,, takZe ich je dohromady n. Ak by sme hodnotu vSetkych a;
s hodnotou —1 zmenili na 1, mal by teda nas siu¢et hodnotu n. Aby sme sa k hodnote n dopracovali, moZzeme postupne
menit jednotlivé ¢isla a; s hodnotou —1 na 1 a sledovat, ¢o sa bude diat s celkovym sactom. Pri zmene znamienka nejakého
a; sa zmeni znamienko Styroch stcéinov, v ktorych sa to a; nachidza, a vSetky ostatné sa nezmenia. Rozoberme si preto
zmenu celkového sicétu pre vSetky mozné hodnoty tychto styroch ¢lenov.

Ako mozeme z tabulky vidiet, bez ohladu na to, aké a; zmenime, nezmenime zvysok nasho siactu po deleni 4. Postupnym
menenim znamienok jednotlivych a; dosiahneme stcet n a zvySok suctu po deleni 4 sa zachova. KedZe na zaciatku dava
sicet po deleni $tyrmi zvySok 0, bude davat zvySok 0 po deleni §tyrmi aj n. Tym sme dokazali, ze n je delitelné Styrmi.
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Pred zmenou znamienka | Po zmene znamienka | Zmena suctu
1,1,1,1 -1, -1, -1, —1 -8

1,1,1, -1 1, -1, -1, -1 —4

1,1, -1, -1 1,1, -1, -1 0

1, -1, -1, -1 1,1,1, -1 +4

-1, -1, -1, —1 1,1,1,1 +8

Iné rieSenie

Podla Mateja Urbana: Oznaéme si jednotlivé s¢itance ako by az b, (teda napriklad bs = agaszasas). Potom stéin tychto
s¢itancov bude: by - by - -+ b, = af - a3 - - - a, kedZe kazdé a; sa nachddza v prave Styroch séitancoch. Nakolko a; nadobida
len hodnoty +1, tak §tvrté mocniny, a teda aj vysledny sicin, sa budi rovnat 1. Jednotlivé s¢itance taktiez nadobudaja len
hodnoty +1, takZze ak ma byt ich stfin rovny jednej, musi sa parny pocet s¢itancov rovnat —1 (ozna¢me si tento pocet 2k).

Zaroven ale chceme, aby stcet s¢itancov bol 0, z ¢oho vyplyva, ze pocet zapornych séitancov je rovnaky ako pocet kladnych
séitancov. Celkovy podet s¢itancov je potom rovny 2k + 2k = 4k, ¢im sme dokézali, Ze n je delitelné Styrmi.

Komentar

Uloha sa dala riegit viacerymi sposobmi a mnohé z nich boli pou¢né, do vzordku sme vybrali dva najefektivnejsie. Mnohi
z vas tlohu riesili tak, ze ukéazali, Ze pocet ¢lenov rovnych 1, respektive —1 je parny, ¢o bol tiez dobry sposob riesenia. Klacové
je vzdy si rozmysliet, na ¢om staviate dokaz, ze n je delitelné 4 (i je to zvySok suctu po deleni 4, parita po¢tu kladnych
s¢itancov, alebo podobne) a sustredit sa na ukizanie tejto konkrétnej veci. Napokon doélezité upozornenie. Predmetom
tlohy bolo ukazat implikdciu — ak mame splnent nejaka konkrétnu rovnost s n ¢islami, potom je n delitelné 4. TakZe nas
v skuto¢nosti vobec nezaujima, ¢o sa deje pre n = 4, alebo, ¢i sa pre nejaké n delitelné 4 rovnost vobec splnit da, pretoze
to odpoveda opacnej implikacii. My len chceme vediet, Ze jedind nadej na splnenie takejto rovnosti je v pripade, Ze 4 deli n
a ni¢ iné nastat nemdze.

Opravovali: Martin Spisak, Mimi Hanus I
e Pocet rieseni: 36 M | “I...l

Je dany stvorsten ABC'D. Po tsecke AB sa pohybuje bod X. Ozna¢me P pédtu vysky spustenej z bodu D na priamku CX.
Uréte mnozinu bodov P, ktoré vyhovuju zadaniu.

RieSenie
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Pretoze X je bod hrany AB a P je pita vysky spustenej z bodu D na priamku CX (ktora samozrejme lezi v rovine ABC),
lezi bod P v rovine ABC nezavisle od volby X. MnoZina bodov P tym padom bude podmnoZinou roviny ABC.

Mozeme si v8imnut, ze DP | CX je ekvivalentné EP | C'X, kde FE je obraz vrcholu D v kolmej projekcii na rovinu ABC.
Totiz ked DE je kolmé na rovinu ABC, je kolmé na v8etky jej priamky vratane CX a EP. Potom CX je bud kolmé na DP
aj EP, alebo ani na jednu z nich, pretoZe na kazdu je kolma prave vtedy, ked je kolm4 na celi rovinu DEP. (V $pecialnom
pripade, ked E = P, nie je DEP rovinou, av8ak vtedy je smerovy vektor EP nulovy, a teda kolmy na v8etko. Tato situacia
v8ak nastane prave vtedy, ked obraz P bodu D v kolmej projekcii lezi v rovine ABC' priamo na C X, preto bude D P kolmé
na CX.) Zvy$ok tlohy preto budeme riesit v rovine ABC, ¢o pomdZze s geometrickou predstavou.

Pretoze plati EP 1 CX pre kazdu volbu X, kazdy bod P lezi na Talesovej kruznici k s priemerom CE (degenerovanym
pripadom je moznost, ze E = C, ked plati P = C pre kazda volbu X), ktorej poloha nezavisi od X. Toto samozrejme plati
aj v pripade, ked E lezi na priamke C X, vtedy plati £ = P, a teda bod P samozrejme lezi na k.

Priamka C'X sa pretina s trojuholnikom ABC v bodoch C' a X, takze vratane bodu P leZi v zjednoteni uhla AC'B a uhla
k nemu vrcholového, ¢ize v sivej oblasti na obrazku (samozrejme, C X moze byt totoZné s niektorou z hrani¢nych priamok C A
a CB). Uvedomme si, Ze kedZe bod C' lezi na k, moze tato kruznica pretinat iba dva alebo tri zo Styroch uhlov vytycenych
priamkami C'A a C'B a v8etky vyhovujice uhly majua spolo¢ny bod C, cez ktory prechadza k. (Toto plati, pretoZe doty¢nica ¢
ku kruZnici k v bode C' rozdeli rovinu na dve polroviny, v kazdej z nich budu lezat ¢asti minimélne dvoch a maximélne troch
zo $tyroch uhlov uréenych priamkami CA a C'B a kruznica k musi byt cela obsiahnuta v jednej z tychto dvoch polrovin.)
Z toho vyplyva, Ze prienik kruZnice k a sivej oblasti je kruznicovy oblik alebo kruZznicovy oblik a jeden osamoteny bod (C).
KedZe bod P musi lezat na kruznici k aj v sivej oblasti, bod P vzdy lezi v tomto prieniku.

Je dolezité poznamenat, Ze ako vyhovujicu mnozinu bodov P nemoézeme vo vSeobecnosti brat prienik spominanej Téalesove;j
kruZnice k so zjednotenim uhla ACB a uhla k nemu vrcholového. Dévodom je, Ze v spominanom prieniku vzdy lezi bod C,
ktory v8ak nie je vzdy vyhovujicim bodom P. Aby C bol vyhovujicim bodom P pre nejaky bod X € AB, musi byt patou
kolmice z bodu E na priamku CX pre nejaké X. To znamend, ze doty¢nica ¢t k naSej Talesovej kruznici k v bode C' musi
pretinat usecku AB (Cize lezat v sivej oblasti), a to bud vo vnttornom bode (vtedy priamka ¢ lezi vnutri sivej ¢asti), alebo
v bode A (vtedy t = C'A), alebo v bode B (vtedy t = C'B). Naopak, ak ¢ pretina tsec¢ku AB, ich prieseénik je vzorom X
bodu C, a preto C' patri do mnoziny bodov P.

Nakoniec ukazeme, ze kazdy bod kruznicového oblika, ktory vznikol prienikom kruznice k a sivej oblasti, je skuto¢ne bodom
P pre nejaky bod X na AB. Chceme teda ukazat, Ze kazdy bod obliuka mé vzor v nejakom bode X na AB. To je vSak
zrejmé, kedze cely oblik lezi v sivej ¢asti. Potom pre l'ubovolni volbu bodu P na obluku existuje prave jeden bod, v ktorom
sa pretne tsecka AB a priamka C'P. Ked oznac¢ime tento bod X, o¢ividne P € CX a EP | CX.

Ak C = E, mnozinou vsetkych bodov P je {C'}. Inak ak doty¢nica ¢ ku kruznici k£ v bode C pretina tise¢ku AB (vo vnutornom
alebo krajnom bode), mnozinou je prienik Télesovej kruZnice nad priemerom C'E a zjednotenia uhla AC'B a uhla k nemu
vrcholového. Inak je mnozinou v8etkych bodov P ten isty prienik bez bodu C. V kaZdom pripade mé hladand mnoZina
podobu kruznicového obluka.

Komentar

Vicsina z vas spravne zistila, Ze bod P lezi na Talesovej kruznici v rovine ABC. Casto sa viak opakovala chyba, ked ste
uvazovali, ze bod P lezi na tisecke C X a nie na priamke, ako bolo v zadani, a teda ste zabudli na to, Ze P mdZe lezat vnutri
sivej Casti aj mimo trojuholnika ABC', pripadne ste uvazovali, Ze leZi iba v jednom zo sivych uhlov.

No rozhodne najtazsim krokom celého rieSenia bolo rozhodnut, kedy bod C bude vyhovujicim bodom P. Tento krok spravne
nezvladol skoro nikto, av8ak zdalo sa nam, Ze viaceri z vas tlohu vyriegili takmer spréavne, no nezvladli spravne vyhodnotit,
¢o je vysledok, a spravne ho spisat. Sme nézoru, ze rieSitelom, ktori sa nedopracovali k spravnemu vysledku, chybala
lepSia, presnejSia geometrickd predstava, aj ked vadSina z vas prisla na klacové myslienky — obmedzenie tlohy na rovinu,
Talesovu kruznicu. Casto ste vSak zabudli uvazovat vSetky moZné polohy vrcholu D, preco ste potom zabudli uvaZovat
obidva zo spominanej dvojice uhlov a podobne.

Vidsina z vas vSak eSte urobila jednu podstatna chybu, a to, Ze namiesto rovnosti dvoch mnozin dokazovala iba inkluziu
jednym smerom. MoZeme polemizovat, Ze ukizat jednu inkluziu staéi pre body oblika mimo bodu C (to by sme mohli
povazovat za pomerne zrejmé zo zadania), pre bod C' je v8ak nevyhnutné overit, & skutone je vyhovujucim bodom, alebo
nie. Nakol'ko v8ak tloha bola citlivd na precizne vyjadrovanie sa, bola naro¢né aj napriek relativne nizkym poziadavkam
na geometrické znalosti, preto nemusite zufat.

Vo vzoraku sme sa snaZili ¢o najpresnejsie vysvetlit cely postup rieSenia tlohy (spravne rieSenie mohlo byt aj podstatne
kratgie), preto vam radime precitat si ho, nabudtice vam to uz pojde Tahko.
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Opravovali: Kristin MiSlanova, Robo Sabovéik I
e Pocet rieSeni: 24 I__I.._l.

Najdite najvicsie ¢islo p také, Ze je mozné na Sachovnicu 2019 x 2019 umiestnit p peSiakov a p + 2019 veZi tak, aby sa
Ziadne dve veZe neohrozovali. (Dve veZe sa ohrozujd, ak s v tom istom riadku alebo stlpci a vSetky policka medzi nimi st
prazdne).

RieSenie

Na 8achovnici je p + 2019 vezi. Kazda z nich ohrozuje do 4 smerov, spolu mame preto 4 - (p + 2019) ohrozeni. Vieme,
Ze pocet usekov stien Sachovnice je 4-2019 (Sachovnica ma 2019 poli¢ok na kazdej zo 4 stran). Teda z 4 - (p+2019) celkovych
ohrozeni je 4 - 2019 zachytenych stenami. Zvysnych 4p ohrozeni musi byt zachytenych peSiakmi. Mame p pesiakov, takze
kazdy z nich musi byt ohrozeny zo vietkych 4 stran. Z toho dalej vyplyva, Ze v okrajovych riadkoch a stlpcoch musia byt
len veZe (ak by tam bol pesiak, tak by aspoii z jednej strany nebol ohrozeny).

Pod'me sa pozriet, kolko najviac vezi a peSiakov vieme za tychto podmienok na Sachovnicu ulozit. Vieme, Ze na okrajovych
riadkoch st len veze, takZze v prvom a poslednom riadku méze byt maximéalne 1 veza. Do dalsich riadkov od kraja budeme veze
a peSiakov umiestiiovat nasledovne, kym to bude mozné. PeSiakov umiestnime tak, aby susedili s vezami v predchadzajicom
riadku, teda tak, aby boli v rovhakom stipci (samozrejme okrem krajnych stipcov, kde pesiakov dat nemézeme, lebo by
neboli z jedného smeru ohrozeni). Toto musime urobit, inak by z tohto smeru neboli pesiaci ohrozeni, ¢ize takto sme ich tam
dali najviac, ako je pripustné. Nasledne na policka susediace s peSiakmi v danom riadku umiestnime veze. Viac ich tam tak,
aby sa neohrozovali, dat nevieme. V riadku n 4+ 1 bude pocet peSiakov nanajvys rovnaky ako pocet vezi v riadku n a pocet
vezi bude v kazdom riadku o 1 v&i¢si ako pocet pesiakov v tom riadku. Preto dokopy bude pocet vezi o 2019 vacsi ako pocet
pesiakov.

Figuarok na sachovnicu dostaneme takymto rozlozenim najviac, ak veze v okrajovych riadkoch budu v ich stredoch, pretoze
potom bude stredny riadok vyplneny tplne cely. Na obrazku mozeme vidiet, ako by to vyzeralo pre Sachovnicu 5 X 5, pre nas
pripad by to vyzeralo analogicky.
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V tejto chvili sme do kazdého riadku dali najviac figarok, ako bolo mozné. Takymto vyplnenim dostaneme Stvorec vezi
s vrcholmi v stredoch stran Sachovnice. DIzka strany tohto Stvorca je 1010, preto je podet vezi na Sachovnici 1010%. Ked
od toho odéitame 2019, dostaneme 10092, ¢o je podet pesiakov.

Komentar

NajcastejSou a jedinou opakujticou sa chybou bolo to, Ze ste zaplnili celd Sachovnicu vezami a peSiakmi vo vopred uréenom
rozostaveni a potom ste z neho len osekavali vrstvy alebo inak znizovali pocet peSiakov a vezi, kym ich rozdiel nebol 2019.
To je vSak nespravne, lebo to zahfha nevysvetleny predpoklad, Ze vase pdévodné rozostavenie je nejakym spdsobom optimalne
aj po odstraneni niekol'kych figirok, ¢o vicgina z vas nezvladla ukazat.

Opravovali: Peto Kovacs, Viki Brezinova I
e Pocet rieseni: 11 N [ | I

Nech ABC je ostrouhly nerovnoramenny trojuholnik, M je stred strany BC a AD je os uhla pri vrchole A, pricom D lezi
na strane BC'. KruZnica opisané trojuholniku ADM pretina AB v bode E a AC v bode F. Bod I je stred EF a M1 pretina
priamky AB v bode X a AC v bode Y. Dokézte, ze AXY je rovnoramenny.

RieSenie
PodTla vety o osi vntitorného uhla (Angle bisector theorem) pomer dlzok tseciek, na ktoré rozdeli os uhla protilahla stranu je

rovnaky ako pomer dlzok zvy3nych dvoch stran trojuholnika. Konkrétne pre trojuholnik ABC' s osou uhla AD to znamena,
ze |BA| : |CA| = |BD| : |CD|, ¢o si vieme upravit na |CD|: |CA| = |BD|: |BA|.
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Z mocnosti bodu B ku kruZnici opisanej ADM |BE|-|BA| =|BM]|-|BD| a dalej |BE|: |BM| = |BD| : |BA|. Z mocnosti
bodu C k tej istej kruznici |CF|-|CA| = |CD|-|CM]|, |CF|:|CM|=|CD|: |CA|. Uz vieme, ze |CD|: |CA| = |BD|: |BA]|
(Go st pravé strany predchadzajicich dvoch rovnic). Odtial |BE| : |BM| = |[CF| : |CM|. M je stred strany BC, preto
|BM| = |CM| a nasledne |BE| = |CF|.

Na tusec¢ku BC' si doplnime body K a L tak, ze EK aj F L su Y

rovnobezné s AD. Tym nam vznikli dve dvojice podobnych
trojuholnikov — BKE ~ BDA a CLF ~ CDA (Tahko si
rozmyslime, Ze tieto trojuholniky st naozaj podobné, kedze
maji rovnaké velkosti uhlov). Z podobnosti trojuholnikov
BKE a BDA vieme, %e |BK| : |BE| = |BD| : |BA|. Po-
dobne z podobnosti trojuholnikov CLF a CDA vieme, Ze
|CL| : |CF| =|CD|:|CA|. Vyjadrime si z tychto pomerov
|BK| a |CL|:

|BD||BE| |CD||CF]
|BA| |CA|

Vsimnime si, ze pravé strany tychto vyjadreni sa rovnaju,
lebo |BE| = |CF| a|CD|:|CA| = |BD|:|BA|, odkial tiez

BK]| = oL =

|BD||BE| _ |CDI||CF|
|BA|  |CA]

B K M D L C
Z toho vyplyva, ze |[BK| = |CL| a |[KM| = |ML| (M je stred BC'). Pozrime sa na Stvoruholnik EKLF a tsecku MI v tiom.
EK a FL st rovnobeZné, odkial EKF'L je lichobeznik a M1 je jeho stredna priecka, lebo M je stred KL a I je stred EF.
To znamend, Ze M1 je rovnobezna s EK a FL, a preto je M I rovnobeznd aj s AD (ktora je tiez rovnobezna s EK a FL).
BUNYV nech X lezi vnutri usecky MY (pripad, ked Y lezi vnutri M X je symetricky). Oznacme si velkost uhla BAD «.
Potom |£ZBAC| = 2a.. Uhol X AY je susedny k uhlu BAC, takze |ZX AY| = 180° — 2a. Uhol BX M je suhlasny uhol k uhlu
BAD (pretoze M X a AD st rovnobezky), |ZBX M| = «. Uhol AXY je vrcholovy uhol k uhlu BXM, |ZAXY| = «a. Uhol
AY X teraz vieme dopoditat, kedZe pozname dva uhly v trojuholniku AXY — |[ZAY X| = 180° — (180° — 2a) — @ = «v.
Vidime, ze |ZAY X| = |[ZAXY], teda trojuholnik AXY je rovnoramenny.

Komentar

Riegenia tlohy boli réznorodé. Okrem rieSenia uvedeného vo vzorovom rieSeni ste prisli aj na rieSenia pomocou Svrékovho
bodu, $pirdlovej podobnosti alebo barycentrickych siradnic. Niektori rieSitelia si spravne vsimli, Ze M1 bude rovnobezné
s AD, no nijako to nedokazali.

Konecné poradie letného semestra 44. ro¢nika

Poradie | Meno a priezvisko Ro¢nik | Skola PS|1. 2. 3 4. 5 6.]CS
1. Zdenék Pezlar S2 GJaroBR 5419 9 9 9 - 9108
2. Vaclav Janacek S3 GJaroBR 5 18 9 9 9 9 9107
3.-5. Csaba Daniel Farkas S2 SBGCesBA | 51 /9 9 9 3 9 6| 99

Jiri Kalvoda S3 GJaroBR 5 19 9 9 9 9 -1 99

Matej Urban S3 GAMCABA | 54 |9 2 9 7 9 9] 99
6.-17. Ela Vojtkova S2 GAMCABA | 52 |8 9 9 3 - 9/ 93

Dusan Oberta S4 | GSkolSN 509 9 9 3 9 -] 93
8. Paulina Dujavova S2 GJARMPO | 52 |8 4 9 5 7 89
9. Martin Kliment S2 GPostKE 54 |8 2 9 4 9 - 88
10. Erik Novak S2 GPostKE 5 18 1 9 2 9 - | 84
11. Michal Farnbauer S3 GAMCABA | 44 |7 9 9 3 9 - | 81
12. Karin Estokova S1 GMRSKE 5[5 3 9 3 - 11 80
13. Samuel Vagko S1 GJHN3BA 519 3 7 - 0 - 78
14. Miriam Horvathova S1 GStarMI 49 |7 2 7 - 3 1|76
15. - 16. | Samuel Banas S3 LEAFABA 4419 4 9 5 3 - 74

Matus Masrna S2 GPostKE 5419 - 9 2 - - 74
17. Michal Urban S1 GAMCABA [ 339 8 9 4 - - |12
18. - 19. | Alex Gasparikova S3 | GAMCABA |36 |8 9 6 2 9 - |70

Peter Kochelka S2 GJGTBB 4919 3 9 - - | 70
20. Jan Richnavsky S3 GPostKE 36 19 9 9 5 - - 68
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Poradie | Meno a priezvisko Rocénik | Skola PS|1. 2. 3. 4. 5 6.| CS
21. - 22. | Oskar Hritz S1 GPostKE 36 |7 1 9 4 - - 66
Martin Andri¢ik S3 GPostKE 3819 2 9 4 4 - 66
23. - 24. | Viktor Imrigek SI | GAMCABA | 45 |7 - - - 3 - | 62
Sara GaSparova S1 GAMCABA | 26 |9 9 9 - 0 - | 62
25. - 26. | Timea Jakubocyova S3 BGMHSu¢ 2219 9 9 8 - 3|60
Natalia Cigagova S1 GPostKE 317 2 6 - 3 -] 60
27. Stefan Vasak S1 | GPostKE 3|5 3 8 - - - |59
28. - 29. | Lujza Milotova S3 GPostKE 319 2 9 3 - - | 58
Lubomir Vargovéik S1 GPostKE 3B (7 2 7 - - - |58
30. Jakub Micko S2 GPostKE 3219 2 9 2 - - | 54
31. Alex Blandén S3 GPostKE 2717 8 9 2 - - | 53
32. Timotej Sinkovic S1 GAMCABA | 23[9 - 9 - - 2] 52
33. - 34. | David Belobrad S3 GAMCABA | 18 | 7 9 9 2 3 3| 51
Michaela Rusnakova S3 GAlejJKE 1418 9 9 6 3 2| 51
35. Lenka Hake S3 GAlgjKE 2719 9 5 - - - |50
36. - 37. | Martin Kopcany S1 GJChaBR 49 - - - - - -149
Lucia Kolvekova S3 GPostKE 308 1 5 5 0 - 49
38. - 40. | Adela Horvathova 79 ZDnepKE 2716 2 2 1 3 - | 47
Jakub Farbula S3 GAlejKE 2419 1 9 4 - - |47
Klara Hricova S3 GPostKE 2007 2 9 2 - - 47
41. Gabriela Genciova S3 GPostKE 2619 - 9 2 - - | 46
42. - 44. | Michal Vorobel S3 GJARMPO 9 9 9 5 5 8 - | 45
Martin Kopéany S1 GJChaBR 019 2 9 9 7 -] 45
Erik Toth S1 GJHN3BA 019 9 9 4 5 -1 45
45. Terézia Stanova 79 EGJAKKE 270 - 3 - 1 - - 34
46. - 47. | Jakub Kliment S3 GJGTBB 31 - - - - - - |3
Bianka Gurska 79 GAlgjKE 280 - 1 - 1 - - |31
48. - 51. | Martin Bellus S1 GAMCABA | 18 | - - - - - - |18
Adam Garafa S2 GPostKE 8- - - - - - 18
Viktoria Krettova Z8 | GAMCABA | 18 | - - - - - - |18
Martin Nemjo S3 GAlejKE 8- - - - - - 18
52. - 53. | Klara Pernicova S3 GJaroBR 6 (- - - - - - 16
Viliam Geffert S1 GPostKE 6 (- - - - - - 16
54. Ladislav Antozi 79 GAlgjKE of|7 1 - 0 - - 15
55. Matej Kliment S2 LEAFABA 3)- - - - - - 13
56. Jakub Kulka S1 | GMRSKE 0 |- - - - - 10
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