Cislo 6 Letny semester 46. ro¢nika (2021,/2022)

STROM

KoreSpondenény matematicky seminar

Ahoj!

Je tu dalsi ¢asopis STROMu, ktory prindSa vzorové rieSenia druhej série. Okrem toho, Ze je posledny v tomto semestri,
je vynimoé¢ny aj tym, Ze s nim prichddzaja aj pozvanky pre tych najlepSich z vas. Ti sa modZzu tesit na odmenu vo forme
tyzdiiového netradi¢ného sustredenia v obklopeni skvelymi tuc¢astnikmi a vedtcimi. Ak sa ti tam tentoraz nepodarilo dostat,
nezufaj. Pevne verime, Ze nabudtce sa s tebou uvidime!

STROMisti

2% z dani

Aj tento rok je mozné venovat 2% (v niektorych pripadoch dokonca az 3%) dani verejnoprospesnym organizaciam, ako sme
my.

Peniaze ziskané z 2% v STROMe vyuZivame na pokrytie ¢asti ndkladov spojenych s aktivitami pre vas (kopirovanie ¢asopisov,
poStovné, ceny na stutaziach, aktivity na sustredeniach. . .).

Chceme vas preto poprosit, aby ste rodi¢om, ¢lenom svojej blizkej aj vzdialenej rodiny, susedom a pokojne aj cudzim
Tudom na ulici porozpravali o naSich aktivitach a poprosili ich, aby svojou trogkou podporili nasu dobrovolnicku &innost
a pomohli tym skupine mladych cielavedomych I'udi zabezpecujicich chod tychto tZzasnych seminarov, ktoré tak zboZiujete.
Porozpravajte im, ¢o pre vis znamena sustredenie, ¢o vam déava rieSenie tloh nasho seminara, a vysvetlite im, Ze takto
podporia aj va$ rozvoj a prispeji k zmysluplnému traveniu vasho volného casu.

Potrebné informacie o tom, ako darovat 2%, najdete na stranke zdruzenie.strom.sk/sk/zdruzenie/2percenta/. Radi
vam zodpovieme Tubovolné otézky ohl'adom naSej podpory aj na e-mailovej adrese info@strom.sk. Dakujeme!

Tabor mladych matematikov

V termine od 12. do 19. augusta 2022 sa udeje ten najlepsi tédbor tohoto roka — Téabor mladych matematikov!
Bude sa konat na Chate Radzim pri Vy$nej Slanej. VSetky podrobné informécie najdete v pozvanke na stranke
seminar.strom.sk/media/uploads/pozvankaucastniktmm2022.pdf.

Pytate sa, ¢o je Tabor mladych matematikov? Je to tabor uréeny pre buducich siedmakov zakladnych skol az budicich
druhakov strednych kol (a, samozrejme, prislichajuce ro¢niky viacroénych gymnéazif). Program tabora pripomina obltibené
ststredenia, je v8ak o dva dni dlhsi, a preto o dva dni lepsi!

Nevéhajte pridlho, kapacita tabora je obmedzena. TeSime sa na véas!


https://zdruzenie.strom.sk/sk/zdruzenie/2percenta/
mailto:info@strom.sk
https://seminar.strom.sk/media/uploads/pozvankaucastniktmm2022.pdf
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1 Opravovali: Lujza Milotova a Michal Masrna _ I
e Pocet rieSeni: 32 NajkrajSie rieSenia: Richard Vodi¢ka a Martin Smilnak T __I

Cifry prirodzeného ¢isla sme preusporiadali a ¢islo, ktoré vzniklo, sme pripocitali k pévodnému.

a) Dokazte, ze sme nemohli dostat ako vysledok ¢&islo pozostavajice z 999 deviatok.

b) Dokazte, Ze ak nam vysiel vysledok 10'°, tak povodné &islo bolo delitelné desiatimi.

RieSenie

a) Pozrime sa na cifru na mieste jednotiek vysledného suétu. S¢itanim dvoch cifier mozeme dostat najviac 9+9=18. Kedze
je to cifra najnizSicho raddu, nemohol tu nastat Ziaden prechod z niZsieho radu. Preto nemdéZeme dostat sucet 19. Takze
vieme, Ze sudet cifier na mieste jednotiek je 9. Na mieste desiatok musime dostat tiez cifru 9, a kedZe na mieste jednotiek
nedoslo k prechodu cez desiatky, tak ju opat modZzeme dostat iba ako sucet rovny 9, nie 19. Takto to bude platit pri kazdom
séitani az po posledni cifru vysledného ¢isla. KedZe pri s¢itani nikdy nedoslo k prechodu do vyssieho radu, tak stucet cifier
na rovnakych poziciach je vzdy 9.

9 je neparne ¢islo, teda ho mozeme dostat iba ako sucet jednej parnej a jednej neparnej cifry. Dokopy teda budeme séitat
999 parnych a 999 neparnych cifier. KedZe oba séitance maji rovnaké cifry, tak maja rovnaky pocet parnych aj neparnych
cifier. Teda oba s¢itance dovedna musia mat parny pocet parnych cifier a parny pocet neparnych cifier. To je spor s tym,
7e by ich malo byt 999.

b) Ak by povodné &slo nebolo delitelné desiatimi, tak by posledné cifra nebola 0. Stucet na mieste jednotiek vo vyslednom
éisle teda nemdZzeme dostat ako 0+0=0, ale musime dostat stucet rovny 10. Ten dostaneme ako sucet dvoch parnych alebo
dvoch nepéarnych cifier. KedZe doslo k prechodu cez desiatky, tak na mieste desiatok vo vyslednom d¢isle tieZ nemdZeme
dostat sucet 0, musime dostat sufet 10. To dostaneme ako stcet dvoch cifier rovny 9 (19 tu zo s¢itania dvoch cifier dostat
nemdzeme) plus 1 z prechodu z niz§ieho radu. 9 dostaneme ako sucet parneho a nepéarneho &isla. Takto to bude platit pri
kazdom séitani aZ po cifru najvyssieho radu vysledného ¢isla. Budeme teda devétkrat séitavat parnu a nepéarnu cifru a raz
dvojicu parnych alebo dvojicu neparnych cifier. To je dokopy neparny pocet parnych a neparny pocet neparnych cifier. Opat
séitavame dve &isla s rovnakymi ciframi, ¢ize dokopy by sme mali séitavat parne poCty parnych aj neparnych cifier. To je
spor, a teda povodné ¢islo muselo mat na mieste jednotiek 0, a teda byt deliteIné 10.

Komentar

Mnohym z vas sme museli strhnut par bodov za to, Ze ste neuvazili, resp. nedostato¢ne vysvetlili, pre¢o sa nemdze stat,
Ze niekde by sme vyslednu 9 dostali ako stucet dvoch deviatok a prechodu z nizsiecho radu. Okrem toho boli v8ak rieSenia
pekné a napadité.

2 Opravovali: Mimi Hanus a Martin Masrna I I
o Pocet rieseni: 15 NajkrajSie rieSenie: Simon Omanik 1 _l_I_

Majme funkciu f definovani na nezapornych celych &islach s hodnotami v mnozine celych ¢isel spliiajacu:

n
(= k n ie D4
fn) = f (2) a nJ.e parne,
f(n—1)+1 ak n je neparne.

Najdite najmensie nezaporné celé ¢islo n, pre ktoré je f(n) = 2022.

RieSenie

Kazdé nezaporné celé ¢islo dava po deleni styrmi zvysok 0, 1, 2 alebo 3.

f(dm) = —f(2m) = —(—f(m)) = f(m)
fAm+1)=f(dm)+1=f(m)+1
fldm+2)=—f2m+1) = —(f(2m) +1) = —=(=f(m) + 1) = f(m) — 1
)

fdm+3)=fAm+2)+1=f(m)—1+1= f(m)
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Majme argument zapisany vo Stvorkovej sistave. Vidime, Ze pripisanim na koniec nuly alebo trojky sa funkéna hodnota
nezmendi, pripisanim jednotky sa zvy$i o 1 a pripisanim dvojky sa o 1 znizi. Kazdé celé nezaporné ¢islo vieme dostat z nuly
pripisovanim cifier na koniec prave jednym sposobom a f(0) = —f(0), takze f(0) = 0. Z toho plynie, Ze f(n) je rozdiel
poctu jednotiek a dvojok v Stvorkovom zapise n. Zjavne najnizsie ¢islo, pre ktoré je tento rozdiel 2022, je ¢islo pozostéavajice
z 2022 jednotiek a ziadnych inych cifier, ktoré méa hodnotu

2021 42022 _ 1

1.4b=— — —.
2 3

Iné riesSenie

Vsimnime si, ze f(0) = —f(0), ¢ize f(0) = 0. Dalej fAk+1) = fAk)+1 = —f(2k)+1 = —(—f(k)) +1 = f(k)+1,
z ¢oho vyplyva, ze f postupne nadobudne vSetky celé nezaporné hodnoty. Preto pre kazdé celé nezaporné k definujme ay
ako najmensie celé nezaporné ¢islo, ktorého obrazom v f je k.

Budeme chciet dokazat nasledovné tvrdenie: Yk € Ny:ap = (4¥ — 1)/3AVr € No:x < ap = |f(z)| < k. Toto tvrdenie
dokaZzeme indukciou podla k.

Pre k = 0 ma v prvej ¢asti ag = (4° — 1)/3 = 0, ¢o je pravda, lebo f(0) = 0 a mensi obraz nuly existovat nemoze. Druha
Gast tvrdenia pre v8etky x mensie ako ag = 0 zjavne plati, kedZe také = neexistuju.

Predpokladajme platnost tvrdenia pre nejaké k. Z tohto predpokladu vzdy, ked = < ax, f(z) € {-k+1,-k+2,...,k—1}.
Ked z < 2ay a x je parne, tak f(z) = —f(x/2) € {-k+1,...,k — 1}, lebo /2 < a.

Ked = < 2ay a x je neparne, f(z)=f(zx—1)+1e€{-k+2,...,k}.

Dokopy takto vzdy, ked = < 2ag, f(x) € {-k+1,...,k}.

Ked = < 4ay a x je parne, f(z) = —f(x/2) € {—k,...,k — 1}, pretoze z/2 < 2ay,.

Ked = < 4ay a x je neparne, f(z) = f(zr—1)+1e{-k+1,...,k}.

Napokon f(4ar) = —f(2ar) = —(—f(ax)) = f(ax) = k, takze —k < f(z) < k pre v8etky x nepresahujtce 4ay.

Ale f(4ar +1) = f(4ax) +1 =k +1, teda ap1 = 4dap +1 = 4(4* —1)/3+1 = (4**1 —1)/3. Zaroven v predpredchadzajtice;
vete sme vyvodili, Ze |f(z)| < k < k + 1 pre v8etky x nepresahujtice 4ay, = ax41 — 1, ¢im sme dokézali tvrdenie pre k + 1.

Vysledok je n = aggoz = (42922 —1)/3.

Komentar

Na spravnu odpoved prigla vadSina z tych, ktori sa do tlohy pustili. Trochu horgie to uz bolo s dokazovanim toho, Ze
tato odpoved je spravna. Niekolki z vas totizto iba vypisali niekol’ko prvych funkénych hodnot a nasledne ,,odpozorovali*,
7e f((4* —1)/3) = k. Bolo potrebné dokazaft, Ze tento vztah bude platit pre vietky k (povedaf ,vidime, 7e to plati pre
prvé tri hodnoty,” rozhodne nestadi). AvSak podstatnejsia Cast tlohy bola, Ze toto n je naozaj minimalne. Tato cast robila
mnohym z vas problémy, niektori ju tplne ignorovali, napriek tomu sme radi, Ze spravne rieSenia boli vSetky pekné a
navzajom roznorodé. Na zaver eSte komentar k vzorovym rieSeniam — prvé je na ukézanie, Ze tloha sa dala vyriesit velmi
pekne pomocou zapisu vo Stvorkovej stistave. Druhé je naopak na ukazku toho, Ze na jej vyrieSenie nebol potrebny tento
trik, a stadila standardna indukcia.

3 Opravovala: Kristin Mislanova I
e Pocet rieseni: 13 Najkrajsie rieSenie: Richard Vodicka [ -

Kladné celé ¢islo n zafarbime nacerveno, ak ho vieme zapisat ako n = a1 + as + ... + ax, kde k a vSetky a; si kladné celé
¢isla a i + é + ...+ i = 1. Ak viete, Ze vSetky ¢isla od 33 po 73 su zafarbené nacerveno, dokazte, ze aj vSetky ¢isla vacsie
ako 73 uz musia byt ¢ervené.

RieSenie

Najprv ukdZeme, Ze ak n je Gervené ¢islo, tak aj ¢isla 2n + 2 a 2n + 9 st nutne Cervené. Ked n je Gervené ¢islo, tak existuji
nejaké a, aZ ay také, Ze n = a; + as + - - - + ax a zaroven a—ll +£ +...+i =1.

Potom:
LA S
aq a2 (03
1 1 1 1
2a;  2as 2a, 2’
1 1 1 1
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Z toho podla zadania vyplyva, Ze aj ¢islo 2a; + 2ag + -+ 4+ 2a + 2 = 2(ay + a2 + - - + ax) + 2 = 2n + 2 je Cervené.
Obdobne aj:

1 1 1
—+—+..+—=1,
ay az ag

1 1 11

2a1  2as " 2a 2’
L + L + .+ L +1+1—
2a1  2as 2a, 3 6

z ¢oho vidime, Ze aj &islo 2ay +2as + -+ 2a +3+6 =2(a; +as + -+ ax) + 9= 2n+ 9 je Cervené.

Teraz pomocou toho dokadZzeme, ze pre Tubovolné n > 74 plati, ze ak &isla od 33 po n — 1 st v8etky cervené, tak aj n bude
Gervené. Vdaka tomu potom vieme povedat, Ze postupne vSetky ¢isla viacsie ako 73 budu ervené.

e Ak n je parne, vieme ho zapisat v tvare n = 2k + 2. Ak ukdZeme, Ze k je Cervené, tak potom nutne podla vyssie
dokézaného aj n bude Cervené. Vieme, ze k je mensie ako n a zaroveii k = (n —2)/2 > (74 — 2)/2 = 36. Kedze
predpokladame, ze vSetky ¢isla od 33 po n — 1 st Cervené, tak k je Cervené.

e Ak n je neparne (mozeme predpokladat, ze n > 75), tak ho vieme zapisat v tvare n = 2k 4+ 9. Ak ukaZeme, Ze k
je ¢ervené, tak potom nutne podla vysSie dokézaného aj n bude Gervené. Vieme, Ze k je menSie ako n a zaroven
kE=(n-9)/2> (75 —9)/2 = 33. KedZe predpokladame, Ze vietky &isla od 33 po n — 1 su Cervené, tak k je Gervené.

Kazdé n > 74 je podla toho, ¢ je parne, alebo neparne, v tvare 2k + 2 alebo 2k + 9, kde ¢&islo k uZ je ¢ervené (dokazali sme
to v nejakom predchadzajicom kroku, kedZe prechadzame ¢isla postupne), odkial aj n bude ervené.

Komentar

Vicsina z vas, ktori ste sa do tlohy pustili, ste ju aj vyriesili spravne a mySslienkovo obdobne ako vo vzorovom rieSeni. Nasli
sa vSak aj taki, ktori dlohu vyriesili pomocou toho, ze ukizali, Ze ak n je ¢ervené, tak potom ¢isla 2n + 8 a 2n + 9 buda
Gervené. To viedlo tiez k velmi peknému rieSeniu, kedZe potom s postupnym zvySovanim n vieme vdaka tejto vlastnosti
vytvarat zaradom vsetky vicsie ¢isla.

4 Opravovali: Mato Gbiir a Pato Pal'ovéik I I
e Pocet rieseni: 19 NajkrajSie rieSenie: Simon Omanik -

V rovine mame konvexny 3n — 1 uholnik, kde n > 2 je kladné celé ¢islo. Kazdu tsecku medzi dvoma jeho vrcholmi zafarbime
bud namodro, alebo naerveno. Ukézte, Ze existuje n disjunktnych (nemézu zdielat Ziaden bod) modrych alebo Gervenych
Gseciek.

RiesSenie
Tato ulohu budeme riesit matematickou indukciou.

Najprv ukdZzeme, Ze dané tvrdenie plati pre n = 2, teda konvexny patuholnik ABCDE. Bez ujmy na vieobecnosti si mézeme
hranu AB ofarbit ¢ervenou farbou. Dalej sa snazme ofarbovat hrany tak, aby nevznikli dve disjunktné hrany rovnakej farby,
nuz ofarbime v8etky hrany disjunktné s AB — CD, DE aj CE — modrou farbou.

Rovnako postupujeme aj pre hranu CD. T4 je modra, takZe AF a BFE musia byt ¢ervené. Ostane nam v8ak hrana BC),
ktora je disjunktné s &ervenou hranou AE aj modrou hranou DFE. Preto uréite existuje dvojica disjunktnych hran rovnake;
farby.

Teraz dokazeme, ze ak dané tvrdenie plati pre (3n — 1)-uholnik, tak musi platit aj pre (3(n + 1) — 1)-uholnik, ¢ize (3n + 2)-
-uholnik, v ktorom bude musiet podla indukéného predpokladu byt n + 1 disjunktnych tseciek jednej farby.

Ak mame dany (3n + 2)-uholnik, vezmime z neho l'ubovolné 3 pri sebe leziace vrcholy. Kedze je dany utvar konvexny, tak
zvy$né jeho vrcholy tvoria konvexny (3n — 1)-uholnik, ktory sa neprekryva s trojuholnikom z troch odtrhnutych vrcholov.
O tomto (3n — 1)-uholniku vieme z indukéného predpokladu, Ze v fiom je aspon n disjunktnych useéiek jednej farby.
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Bez ujmy na v8eobecnosti si mozeme uréit, Ze je to Gervena. Ak by bola aspon jedna z troch tsefiek v novovzniknutom
trojuholniku ¢ervend, tak sa indukény predpoklad potvrdi, kedZe tieto 3 tsecky su so zvyskom (3n + 2)-uholnika disjunktné
a budeme v hom mat asponi n + 1 disjunktnych tseciek jednej farby. Musime preto ofetrit pripad, ked st vSetky tieto 3
tasecky modré.

Oznaéme si body po obvode utvaru A;, az Asz,+2 a uvazujme, ze tseky medzi bodmi A;, Ay a Az si modré. Argument
v predchadzajicom odseku funguje pre hocijaké prilahlé 3 body na obvode, a tak aj As, A3 a A, musia mat medzi sebou
usecky rovnakej farby (teraz si uz nemozeme bez ujmy na veobecnosti povedat, ¢i je to modra, alebo Cervena). Co ale povedat
vieme, je, Ze usecku Ao As zdielaju, a preto musia byt rovnako zafarbené namodro. Tymto spésobom vieme postupne dokazat,
Ze vetky takéto trojice musia byt ofarbené na modro, ¢iZe vietky tsecky po obvode sit modré.

Teraz uZ len potrebujeme ukazat, ze v (3n+2)-uholniku, v ktorom je cely obvod rovnakej farby, je n+1 disjunktnych tuseciek
rovnakej farby. MoZeme napriklad brat kazda druha ase¢ku po obvode. Pri parnom n teda chceme, aby (3n+2)/2 > n+ 1.
Po ekvivalentnej iprave dostaneme 3n+2 > 2n + 2, ¢o pre kazdé n > 1 odividne plati. Pri neparnom n by sme mohli zobrat
len (3n 4+ 1)/2 useciek po obvode, ¢ize potrebujeme (3n + 1)/2 > n + 1. No to je opit po tprave ekvivalentné s n > 1,
¢o plati. Tymto sme dokazali indukény krok a nasledne aj tvrdenie zo zadania.

Komentar

Hned niekol'ko riesitelov nespravne pochopilo zadanie a ukazovalo, Ze kazdy konvexny 3n — 1-uholnik sa da ofarbit tak,
aby existovalo n disjunktnych tseciek rovnakej farby. Ulohou ale bolo dokazat, Ze to plati pre hocijaké ofarbenie. Druhou
najcastejSou chybou bolo, Ze ste v induktivnom kroku ukazovali pre rézne podmnoziny vrcholov daného 3n + 2-uholnika, ze
maji n disjunktnych tseciek rovnakej farby, no uz ste neukazali, Ze pre kazdi podmnozinu je tato farba rovnaka. Zvysok
riesitelov ale zvy¢ajne dospel k plnohodnotnému rieSeniu.

5 Opravovali: Peto Kovacs a Viki Brezinova I
e Pocet rieSeni: 16 Najkrajsie rieSenia: Lucia Chladna, Martin Smilhak II._.__.I

Je dany pravy uhol AM B. Zostrojte rovnostranny trojuholnik K LM tak, aby vzdialenost K od priamky M A bola dvakrat
vicsia ako vzdialenost L od priamky BM. Svoju konstrukciu popiste a zdovodnite jej korektnost.

Riesenie
Najprv popiSeme konstrukciu trojuholnika K LM a nasledne zdévodnime, pre¢o ndm vznikol rovnostranny trojuholnik, ktory
splia podmienku zo zadania.

Pri konstrukcii pouzivame len pravitko s ryskou bez mierky a kruzidlo, s ktorym vieme prenasat vzdialenosti.

1. Zostrojime kolmicu p na priamku AM prechiddzajucu bodom A. Tym nam vznikne rovnobezka s priamkou BM
vo vzdialenosti |AM]|.

2. Na priamke BM vytvorime bod C tak, ze |CM| = 2-|AM | (dvakrat prenesieme vzdialenost | AM | kruzidlom po priamke
BM).

3. Zostrojime kolmicu ¢ na priamku CM prechadzajucu bodom C. Tym nadm vznikne rovnobezka s priamkou AM
vo vzdialenosti |CM| =2 |AM|.

4. Zostrojime priamku p’, ktora vznikne rotéciou priamky p okolo bodu M o 60° v zapornom smere. Konkrétne to
zostrojime takto: Na priamke p si zvolime dva body X a Y. Néasledne zostrojime kruZnice s polomerom |X M| so stredmi
X a M a ich prieseénik v zdpornom smere oznac¢ime X’. X’ vznikol rotaciou X okolo bodu M o 60°, lebo X X' M je
rovnostranny trojuholnik. Rovnako zostrojime Y’ rotaciou Y okolo bodu M o 60° v zapornom smere. Priamka XY’
je nasa hladan4 priamka p’.

5. Priese¢nik p’ s priamkou ¢ oznaéime K.

6. Bod L vznikne rotaciou bodu K okolo bodu M o 60° v kladnom smere (zostrojime kruznice s polomerom |K M|
so stredmi K a M, bod L je prieseénik kruznic).

7. Vznikol ndm trojuholnik K LM.
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Premyslime si, prec¢o sme bod K skon$truovali prave takto. Nech bod
L lezZi na p. Potom bod K musi lezat na ¢ (aby bol v dvojnasobnej
vzdialenosti) a taktiez musi lezat na p’, aby zvieral s bodom L uhol 60°. L

K teda musi lezat v prieniku g a p'. A p

Vieme, Ze bod K z nagej konstrukcie naozaj lezi v prieniku g a p’. Stadi
nam ukazat, ze L leZi na p.

KedZe K lezi na p’, je obrazom nejakého bodu na priamke p v rotacii M C B
okolo bodu M o 60° v zApornom smere. L vznikol rotaciou K okolo bodu
M o 60° v kladnom smere, takZe L musi lezat na priamke p.

Tym sme dokéazali, z7e K LM splia vetky podmienky zo zadania.

Na zéaver spravme diskusiu k moznym polohdm bodov K a L. M6ézZeme si K
uvedomit, Ze tymto postupom sme zostrojili K LM v jednej moZnej po-
lohe pre fixna vzdialenost bodu K od priamky AM. Ak by sme vytvorili
rovnobezky p a ¢ aj v opacnych polrovinach v rovnakych vzdialenos-
tiach od AM, resp. BM a néasledne tieto dve mozné priamky p rotovali
v zapornom aj v kladnom smere (a tym dostali 4 mozné priamky p’), tak by nam nakoniec vzniklo 8 moznych bodov K
(priese¢niky vSetkych priamok p’ so vSetkymi moZnymi ¢). Ku kazdému z tychto 8 bodov K by sme zostrojili prislusny bod
L, a teda by nam vznikol K LM vo 8 moznych polohach.

Iné rieSenie
Stru¢ne naznac¢me iné riesenie. Predpokladajme, Ze body K a L st vnitri uhla AM B.

Ozna¢me si patu kolmice z bodu K na priamku AM P; a pétu kolmice z bodu L na priamku BM Ps.

Dostali sme pravouhlé trojuholniky K PyM a LP,M a zo zadania vieme, ze |KP| = 2 - |LPs|. KedZe |[<KML| = 60°, tak
|<<K M Py| + |<LM P,| = 30°. Ozna¢me uhol LM P, o a KM P; 30° — . Ked si vyjadrime sinus uhla « z trojuholnika LM P,
a sinus uhla 30° — « z trojuholnika KM P; a porovname ich, dostaneme, Ze 2 - sin a = sin (30° — «).

1
4+V3’
pravouhly trojuholnik s odvesnami 1 a 4 + /3. Skonstruovat /3 vieme pomocou pravouhlych trojuholnikov (pravouhly

trojuholnik s odvesnami 1 a 1 mé preponu dizky v/2 a pravouhly trojuholnik s odvesnami 1 a v/2 ma preponu dizky v/3).

7 toho si goniometrickymi tpravami vieme vyjadrit, Ze tana = Skonstruovat uhol « vieme tak, Ze skonStruujeme

KedZe vieme skonstruovat uhol «, dokonéit celt konstrukciu je uz jednoduché.

Komentar

Na zadiatok spomenme, Ze v konStrukénych tlohéch sa nemdézu rysovat usecky konkrétnej vzdialenosti alebo uhly konkrétnej
velkosti pomocou uhlomera. Viaceri z vas nespravne predpokladali, Ze ak je K dvakrat dalej od AM ako L od BM, tak aj
uhly pri K a L buda v tomto pomere, ¢o neplati. V nasom druhom rieSeni mozete vidiet, ako sa dala vyjadrit velkost uhla
pri L. Body sme strhli aj, ked niekto nepopisal konstrukciu rotécie o 60 stupiiov alebo zostrojenie 30 stupfiového uhla, kedze
tieto konstrukcie nie st tplne trivialne. Uloha sa dala vyrieit aj oto¢enim bodu L o 90 stupiiov okolo M, ¢o bolo nami
povodne zamyslané rieSenie. Vzorové rieSenie v8ak uvadza dve iné rieSenia, ktoré vychadzaji z rieSeni rieitelov, nakolko
nam pripadali intuitivnejsie.
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6 Opravovali: Dano Ondus a Robo Sabovéik I
o Pocet rieseni: 10 NajkrajSie rieSenie: Dominik Rigasz | .
Najdite v8etky nepéarne kladné celé ¢isla m, pre ktoré postupnost ax, k = 0,1, ..., definované predpisom ag = %(Qm +1)a

ax+1 = ag|ax| pre k > 0, obsahuje aspoii jedno celé &islo.

RiesSenie
Ukazeme, ze pre vietky m rozne od 1, kde je postupnost zjavne konstantné, postupnost obsahuje aspon jedno celé ¢islo.

Po uprave vidime, ze ap = m + %, z ¢oho a; = (m + %) -m, ¢o mé ako necelu Cast opét polovicu. Nasledne aj pre as plati,
7e ak mé necelu cast, tak to musi byt %, kedZe je suc¢inom celého ¢isla a &isla s necelou Gastou % Je zjavné, Ze toto musi
platit pre v8etky &isla v tejto postupnosti, takZe postupnost &isel by = 2 - ay je celo¢iselna. Ak postupnost obsahuje nejaké

parne ¢islo, jeho polovica je cela.

Pre spor predpokladajme, ze vSetky by st neparne. To znamend, Ze existuje postupnost celych ¢isel ny, kde k = 0,1, ...,
taka, Ze by = 2ny + 1. Potom ap = ng + %7 dalej a1 = (nk+ %) ‘ny , teda by = 2n% + ng. MoZeme si vSimnut, Ze nutne aj
n musi byt postupnost kladnych neparnych ¢isel, inak by axy1 bolo celé. Preto je ni — 1 parne a, kedze mé by = 2ng41+1
a vySSie sme ukézali, Ze by11 = 2n? + ny, dostévame, ze ngr1 = ni + 21, Po odéitani jednotky to eSte vieme upravit
ang —1= (nk — 1)(nk + 1) + %

Ozna¢me vo(n) najvyssiu mocninu dvojky, ktora deli &islo n. Za predpokladu, Ze ny > 1, va(ng — 1) > va(ng41 — 1), kedze
(ny — 1)(ny + 1) je delitelné touto mocninou, ale -1 je delitelné iba mocninou o 1 nizsou. KedZze ng — 1 je delitelné
iba nejakou kone¢nou mocninou dvojky, tak nutne dostaneme nejaké necelociselné n;, ¢o je spor. Ostal nam pripad, kde
ng —1 = 0. V takom pripade ale a;, = %, ¢o je konstantna hodnota pre m = 1. Pre vSetky ostatné m je postupnost rasttca,

takZze tuto hodnotu dosiahnut nemoze.

Komentar

Vo vécsine pripadov ste tlohu vyriesili velmi dobre a k vysledku ste sa dopracovali rdéznymi originalnymi spoésobmi, ¢o nas
tesi. Jediné dve pripomienky, ktoré by sme mali, sa tykaju toho, ako piSete rieSenia. Mnohi z vas preskakovali pomerne
vela krokov, ¢o viedlo k pomerne chaotickych rieseniam. Taktiez si davajte pozor na to, Ze ak pouZivate nejaky netrividlny
matematicky nastroj (v tomto pripade p-valuaciu), tak vysvetlite, ¢o to vlastne je, a, ako ten nastroj funguje.

Konecné poradie letného semestra 46. roc¢nika

Poradie | Meno a priezvisko Roénik | Skola PS|1. 2. 3. 4 5 6.|H| CS
1.-4. Martin Kopcéany S3 GJChaBR 519 9 9 9 9 9|0 |108

Veronika Chovancova S3 PiarGTN 519 9 9 9 9 9|0 108

Lucia Chladna S1 GAMCABA |54 |9 9 9 8 9 9|0 108

Simon Omanik S1 GAMCABA |54 |9 9 9 9 7 90108
5 Richard Vodicka S1 GAlejKE 4319 - 9 9 - 8|0 87
6. Michal ITkovic SI | GSMTSPO [35 |9 - 9 - 8 - |0/ 70
7. Dominik Rigasz S1 GJHN3BA 5 |- 3 - - - 910 69
8. Matus Libak S1 GAlejKE 3|6 7 9 2 - - [0] 66
9. Adam Dzavoronok S3 GPostKE 5 |- - - - - 9101 61
10. Anna Podmanicka S1 GVarsZA 40 1 6 7 - 0 O 11]0 | 60
11. Michal Almasi S3 GPMIAKE 36|19 5 - - 9 00| 59
12. Veronika Vodickova, S1 GAlgjKE 316 - 7 7 - - |10] 58
13. Alica Cimrakova S1 BGMHSuc¢ 36 |6 - 9 0 - -0/ 57
14. Martin Smiliak S2 GAlejKE 2919 - - 9 8 - |[0] 55
15. Maxima Anna Alzbeta Bednarcikova S1 GAlejKE 21716 - - 9 - - [0 48
16. Viera Glevitzka S3 GVBNPD 2716 5 - - 9 - | 0] 47
17. - 18. | Oliver Seman 79 GAlejKE 276 7 - - - | 0| 46

Oskar Hritz S3 GPostKE 2819 - 9 - - - [0 46
19. - 20. | Michal Pecho S4 SPDubNV 45 | - - - - - - 10| 45

Ondrej Kralik S1 GAlgjKE 4114 - - - - - 10| 45
21. Marek Horvath S1 GKonsPO 3116 3 - - - - 101 43
22. Martin Dudjak S1 SMladPP 21716 3 - - 1 - [0] 40
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Poradie | Meno a priezvisko Roénik | Skola PS | 1. 3. 4. b. H| CS
23. Tomas Kubricky S1 GPostKE 28 | 9 - - - 0| 37
24. Karin Estokova S3 | GMRSKE | 36 | - - - - 0| 36
25. Katarina Farbulové S1 GPostKE 27 | 5 - -1 0| 34
26. - 27. | Bianka Gurska S2 GPostKE 27 | 6 - - - 0| 33

Natélia Cigasova S3 GPostKE 33 | - - - - 0| 33
28. Vladimir Jancar S3 GPHMI1MI 32 | - - - - 0| 32
29. - 30. | Natalia Tkacova 79 ZLevoSN 14 | 3 - 2 8 0| 30
Natalia Poliacikova S1 GPostKE 27 | 3 - - - 0| 30
31. Adela Horvathova S2 GPostKE 27 | - - - - 0| 27
32. Lukas Lucansky S4 GKo32TV 16 | 6 0 0 4 0| 26
33. Juraj Kramar S1 GAlegjKE 6 | 5 6 3 - 0| 25
34. Branislav Jecim S2 | GSkolSN 195 - - - 0| 24
35. - 38. | Lucia Klescova S1 GPostKE 22 | - - - - 0| 22
Terézia Stanova S2 EGJAKKE 16 | 6 - - - 0| 22
Oskar Cacara 79 ZKro4dKE 17 | 5 - - - 0| 22
Martin Jancek S3 SMladPP 13 | 6 - - - 0| 22
39. Andrej Znamenadcek S1 GAMCABA | 19 | - - - - 0| 19
40. - 41. | Cubomir Vargovéik S3 GPostKE 18 | - - - - 0| 18
Katarina Gersova S1 GJHN3BA 18 | - - - - 0| 18
42. - 44. | Stefan Vasak S3 | GPostKE 15| - -2 - 0| 17
Miriam Horvathova S2 | GStarMI 17 | - - - - 0| 17
Tomas Jakubec S1 TAkadSN 17 | - - - - 0| 17
45. Jakub Kulka S3 GMRSKE 15 | - -1 0| 16
46. - 47. | Lujza Lea Lavrikova S1 GPHMI1MI 12 | 2 -0 - 0| 14
Viliam Geffert S3 GPostKE 14 | - - - - 0| 14
48. Erik Jochman S2 GAlegjKE 10 | - - -2 0| 12
49. - 50. | Frantisek Bublak 77 GABerSC 8 2 - - - 0| 10
Matej Valek 79 ZKrodKE 9 - - -1 0| 10
51. - 53. | Ladislav Antozi S2 GAlejKE 9 - - - - 0 9
Ladislav Jakab S2 SOTBrKN 9 0 0 0 0 0 9
Miriam Halasova S2 GSMTSPO 9 - - - - 0 9
54. Lenka Grmanovéa S2 GAEinBA 7 - - - - 0 7
55. Jakub Buzalka S1 | GSkolSN 013 -0 - 0| 3
56. Miroslava Pokorna S2 | GAMCABA | 2 | - - - - 0| 2
57. Linda Midicova 79 BGMHSu¢ 1 - - - - 0 1
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