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1. Cast

Uloha 1.1: Na kopke lez{ 5 kariet, na ktorych su postupne napisané ¢isla 1, 2, 3, 4 a 5. Viki, Mimi
a Kristin si postupne vytiahli po jednej karte. Nasledne povedali:

« Viki: Na mojej karticke je prvocislo.
o Mimi: Na mojej karticke je neparne ¢islo.
+ Kristin: Cislo na mojej karticke ma prave 2 delitelov.
Bohuzial, vSetky klamali. Aké ¢islo ma na karticke Mimi?
Vysledok: 2
Riesenie: Vsetky tri vyroky zo zadania si nepravdivé, teda plati ich presny opak:
» Na karticke Viki nie je prvodéislo, ¢ize Viki musi mat 1 alebo 4.
o Na karticke Mimi je parne ¢éislo, ¢ize Mimi musi mat 2 alebo 4.

« Cislo na karticke Kristin nema prave 2 delitelov (nejde o prvocislo), ¢ize Kristin musi mat 1
alebo 4.

Vsimnime si, ze karticky s ¢islami 1 a 4 musia nutne mat Viki a Kristin. Na Mimi potom vsak zvysi
iba 2, kedze musi mat karticku s parnym ¢islom.

Uloha 1.2: Martin chod{ do $koly dvomi réznymi spoésobmi po rovnakej ceste. Prvym spdsobom
ide najprv 13 minut autobusom a potom 25 mintt peso. Druhym spdsobom ide najprv 20 minit
autobusom a potom 11 minut peso. Kolko minit by Martinovi trvalo, ak by mal prejst celi cestu
peso?

Vysledok: 51

Riesenie: Oznacme si a rychlost autobusu a p rychlost, akou ide Martin peso. Zo zadania nam na
zaklade rovnakej dlzky cesty vyplyva nasledujiica rovnica:

13a + 25p = 20a + 11p
14p =Ta
a=2p
Vidime teda, ze autobus je dvakrat rychlejsi ako pesia chodza. Ak teda napriklad v ¢asoch 13 minut

autobusom a 25 minut peso zmenime kazdi minutu jazdy autobusom na 2 minity pesej chodze,
dostaneme 13 - 2 4+ 25 = 51 minut pesej chodze.

Uloha 1.3: Stvorec ABCD ma dlzku strany 12 a Stvorec EFGH mé dlzku strany 6. Priesecnik

uhlopriecok stvorca ABC'D je totozny s priese¢nikom uhlopriecok stvorca EFGH. Zistite obsah
stvoruholnika HGCD (siva plocha na obrazku).
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Vysledok: 27

RieSenie: Stvorec ABC'D mé obsah 12 - 12 = 144. Stvorec EFGH mé4 obsah 6 - 6 = 36. Plocha
stvorca ABCD, ktora je mimo stvorca FFGH, ma potom obsah 144 — 36 = 108 a vieme ju rozdelit
na 4 obsahovo zhodné ¢asti ako na obrazku. Tieto ¢asti si zhodné, pretoze ked otoc¢ime cely obrazok
o 90 stupnov okolo priesecnika uhlopriecok nasich dvoch stvorcov, tak sa tieto Stvorce zobrazia na
seba rovnako ako aj tieto 4 casti.

A B

Siva Cast mé teda obsah 108/4 = 27.

Uloha 1.4: Majme kvader s celo¢iselnymi dizkami hran. Ked si vezmeme jeho dve steny, ktoré maji
najvacsi obsah, tak obsah kazdej je 240 a naopak obsah kazdej z dvoch najmensich stien je 48. Aky
je obsah zvysnych dvoch stien? Najdite vSetky moznosti.

Vysledok: 80, 180

RieSenie: Oznacme dlizky hran kvadra a, b, ¢ a bez ujmy na vieobecnosti predpokladajme a < b < c.
Potom vieme, Ze obsah dvoch najvacsich stien je b-c = 240 a obsah dvoch najmensich stien je a-b = 48.
Potom pre obsah prostrednych dvoch stien plati:

48 < a-c < 240

48 240

b b
240

1< F <b

240 > b® > 48

48 < < 240

Kedze kvader ma celo¢iselné dlzky hran, b musi byt celo¢iselny delitel 48 (aj 240, ale kedze 240 je
delitelné 48, kazdy delitel 48 je zaroven delitel 240). Delitele 48 st 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24 a 48,
z nich iba 8 a 12 spliiaji podmienku 240 > b* > 48.

Ak b = 8, potom a = 6 a ¢ = 30, teda obsah prostrednych stien je a - ¢ = 6 - 30 = 180.
Ak b =12, potom a = 4 a ¢ = 20, teda obsah prostrednych stien je a-c=4-20 = 80.

Uloha 1.5: Janka m4 na zadiatku tréningu pravdepodobnost 1 /10, ze trafi terc. Janka je vsak velmi
ucenliva a s kazdym pokusom sa zmeni jej pravdepodobnost trafit ter¢ z 1/n na 1/(n — 1). Ak& je
pravdepodobnost, Ze sa jej prvy raz podari trafit ter¢ v prvych Siestich pokusoch?

Vysledok: 3/5

Riesenie: Na to, ze sa Janka prvy raz trafi v konkrétnom pokuse, je pravdepodobnost rovna sicinu
pravdepodobnosti, ze sa vo vSetkych predoslych netrafila a pravdepodobnosti, ze sa v danom pokuse
trafi. Rozoberme si jednotlivo pripady, ze sa Janka prvy raz trafi v konkrétnom z prvych Siestich
pokusoch:



e prvy pokus: %,

¢ .9 1 _ 1
o druhy pokus: {5 - 5 = 15,

{ .9 .8 1 _ 1
o treti pokus: 3555 = 19

o Stvrty pokus: %-8.7.1=1

. piatypokus:l%-g-g-—-—:—
o .9 8.7 _
o sSiesty pokus: 55 5725 = 10

Pravdepodobnost, ze sa jej prvy zasah vyskytne v niektorom z prvych Siestich pokusov, je rovna
suctu pravdepodobnosti, ze sa jej prvy raz podari ter¢ trafift v prvom pokuse, pravdepodobnosti, ze
sa jej prvy raz podari ter¢ trafif v druhom pokuse, a tak dalej az v Siestom pokuse. Na ziskanie
vyslednej pravdepodobnosti teda s¢itame vyssie uvedené pravdepodobnosti pre tieto pokusy:

1+1+1+1+1+1_6_3
10 10 10 10 10 10 10 5

Pravdepodobnost, Ze prvy raz Janka trafi do terca v prvych Siestich pokusoch, je 3/5.
Uloha 1.6: Pre rozne cifry X, Y, Z, W plati:

Z+W+W=X
Z+7=WY
7-7=YX

Uréte hodnotu X - Y + Z - W. Zapis AB reprezentuje &islo s ciframi A, B v tomto poradi (ak je cifra
A rovna 0, ide o jednociferné ¢islo).

Vysledok: 43

Riesenie: Z druhej rovnice vidime, ze cifra W mdze nadobudat len hodnoty 0 alebo 1, pretoze stcet
Z + Z je dvojnésobok jednociferného ¢isla, ¢o je maximalne 18.

Ak by sa W rovnalo 0, tak prva rovnica by hovorila Z = X. To vSak nemoze platit, pretoze zo
zadania su vSetky cifry rozne. Preto musi platit W = 1.

7 prvej rovnice vieme, ze sucet Z + W + W je jednociferné cislo, teda Z + 2 je jednociferné cislo.
Z toho dostavame, ze Z je maximalne 7.

Z, druhej rovnice vieme, ze Z + Z je dvojciferné ¢islo, preto Z je minimalne 5.

7 tretej rovnice vieme, Ze sucin Z - Z sa kondi na cifru X, teda na cifru int ako Z. Kedze 5 -5 = 25
a 6-6 =36, tak Z nemoze byt 5 ani 6. Preto musi platit Z = 7. Z toho vyplyva Y =4, X =9.

Overme, Ze tieto hodnoty vyhovuju kazdej rovnici:

7T+1+1=9
T+7T=14
7-7=149

Hodnota X - Y +Z-W =9-447-1 je rovna 43.

Uloha 1.7: Na futbalovom turnaji hra 8 timov, pricom kazdy s kazdym hrd préve raz. Za vyhru tim
dostane 2 body, za remizu 1 bod a za prehru 0. Kolko najmenej bodov musi tim ziskat, aby zaistil, ze
bude mat viac bodov ako aspon Styri iné timy (bez ohladu na to, kolko bodov ziskaji ostatné timy)?

Vysledok: 11



RieSenie: Vsetkych zapasov na turnaji bude 7-8/2, lebo kazdy z 6smich timov bude hrat prave jeden
zapas s kazdym zo siedmich zvysnych timov. Za kazdy zapas sa bez ohladu na vysledok rozdaju prave
dva body. Takze na konci turnaja bude siucet bodov jednotlivych timov rovny 7 -8 = 56.

Posledné tri timy budi mat bez ohladu na vysledok v stic¢te minimalne 6 bodov za zapasy proti sebe.
Ak by prvych 5 timov malo po 10 bodov, tak by neexistoval tim, ktory by mal viac bodov ako 4
iné timy. Takato situdcia moze nastat tak, ze prvych 5 timov vSetky zapasy proti sebe navzajom
remizuje a zvysné vyhra. Takze pocet bodov potrebnych na to, aby niekto predbehol aspon styri
timy, je aspon 11.

Ak bude mat nejaky tim 11 bodov a zaroven nepredbehne aspon 4 timy, tak to znamena, ze najlepsich
5 timov by malo v sucte aspon 11 -5 = 55 bodov. Kedze najhorsie tri timy musia maf v sticte aspon
6 bodov, tak stucet bodov vsetkych timov by musel byt aspon 61, ¢o je v rozpore s tym, ze sucet
bodov vsetkych timov musi byt 56. Takto prichadzame k sporu, ¢ize predpoklad, Zze moze existovat
tim, ¢o ma 11 bodov a nebude v prvej stvorici, je nespravny.

Uloha 1.8: Majme kladné celé &slo n. V jednom kroku urobime to, Ze od aktuélneho ¢sla odéitame
jeho najmensieho prvociselného delitela. Po 1419 krokoch je nase aktudlne cislo prvocislo. Najdite
vsetky moznosti pre ¢islo n.

Vysledok: 2840, 2841, 2881

Riesenie: Ak bude ¢islo n parne, budeme od neho opakovane len odcitavat ¢islo 2, az kym sa po
vsetkych krokoch nedostaneme k prvocislu 2. Existuje teda prave jedna moznost, ako méze byt n
parne, a to 2 + 2 - 1419 = 2840.

V pripade, Ze je n neparne, bude jeho najmensi prvociselny delitel, nazvime ho k, taktiez neparne ¢islo.
Po prvom odcitani sa dostaneme k parnemu cislu, ¢o znamenad, ze zacneme opéf opakovane odcitavat
¢islo 2, az kym sa zase dostaneme k prvocislu 2. Cislo n si teda vieme vyjadrit ako 2+2- 1418 + k =
2838 4+ k. Vieme, ze k je najmensi prvociselny delitel ¢isla n = 2838 + k, takze k musi byt neparnym
prvociselnym delitelom 2838.

Ked7ze 2838 = 2 -3 - 11 - 43, k moze nadobudaf jedine hodnoty 3, 11 a 43.

Pre k = 3 dostavame n = 2841. Najmensim prvociselnym delitelom 2841 je naozaj 3, takze dostavame
vyhovujtce n.

Ked zvolime k£ = 11, n bude rovné 2849. Toto cislo je vsak delitelné aj ¢islom 7, takze 11 nie je jeho
najmensi prvociselny delitel, a teda k& = 11 nevyhovuje.

Nakoniec skiisime k = 43. Ziskame n = 2881. Cislo 2881 je st¢inom prvodisel 43 a 67, takze k = 43
tiez vyhovuje.

Ziskali sme teda spolu 3 mozné hodnoty pre n, ktorymi st 2840, 2841 a 2881. Ziadne iné hodnoty
nevyhovuja.

Uloha 1.9: Majme lichobeznik ABCD, kde AB je rovnobeiné s C'D, uhol ABC mé 125° a plati
rovnost |[AB| + |AD| = |CD|. Uré¢te velkost uhla ADC.

Vysledok: 70°
Riesenie: Do lichobeznika dokreslime bod X tak, aby ABCX bol rovnobeznik:

D X C




Vieme, ze |AB| = | X (| a zo zadania vieme, ze |AB|+|AD| = |CD|, preto |DX| = | DA|. Trojuholnik
ADX je teda rovnoramenny. Protilahlé uhly v rovnobezniku maji rovnaki velkost a zo zadania
vieme, ze uhol ABC ma 125°, preto aj uhol AXC ma 125°. Uhol AX D ma potom 180° — 125° = 55°.
Z rovnoramennosti trojuholnika ADX aj uhol DAX ma 55°. Uhol ADC' ma 180° — 55° — 55° = 70°.

Uloha 1.10: Na tabuli st napisané &sla 106 a 10°. Mih4l na tabulu v kazdom kroku napiSe aritme-
ticky priemer dvoch c¢isel na tabuli, ak vysledny priemer je celé ¢islo a eSte nie je napisany na tabuli.
Kolko ¢isel bude napisanych na tabuli v situdcii, ked uz Mihal nebude moct pridat ziadne ¢islo?

Vysledok: 65

Riesenie: Pri pisani nového ¢isla nas zaujima iba stred na ciselnej osi medzi dvoma ¢islami. Nezalezi
nam na tom, kde je zaciatok a koniec intervalu, iba to, aky je tento interval velky. Preto ak by na
zadiatku boli na tabuli napisané &sla 0 a 999 - 10°, tak by bol vysledok rovnaky, ako keby tam boli
napisané ¢isla 10° a 107.

Pre jednoduchost budeme teda az do konca riesenia uvazovat, ze na zaciatku si na tabuli ¢isla 0
a 999 - 10%. Zo zadania dalej vyplyva, Ze bez ohladu na poradie krokov bude napokon na tabuli
rovnaky pocet cisel. To znamenad, Ze pri nasom rieseni sa vObec nemusime zaoberat tym, v akom
poradi dopisujeme jednotlivé Cisla. Akonahle sa dostaneme do situdcie, v ktorej uz nemoézeme na
tabulu dopisat ziadne dalSie ¢islo, dostali sme sa k rieseniu.

Na zaciatku si na tabuli ¢isla 0 a 999-10°. Nésledne na tabulu napiSeme ich priemer — éislo 999-5-10°.
1 interval o velkosti 999 - 10° tak rozdelime na 2 intervaly polovi¢nej velkosti. Nésledne oba tieto
intervaly rozdelime na polovicu a vznikni tak dokopy 4 intervaly velkosti 999 - 52 - 10%. Tieto dalej
rozdelime na 8 intervalov velkosti 999 - 53 - 103. Tie rozdelime na 16 intervalov velkosti 999 - 5% - 102,
tie na 32 intervalov velkosti 999 - 5° - 10 a tie na 64 intervalov velkosti 999 - 55. Toto ¢&islo ale uz je
neparne, a preto interval danej velkosti nevieme rozdelit dalej — aritmeticky priemer jeho okrajovych
bodov nie je celé ¢islo.

Na tabuli bude na konci napisanych 65 ¢isel v tvare k- (999 - 55) pre k € {0, ...,64}, ktoré rozdeluju
povodny interval velkosti 999 - 10 na 64 intervalov velkosti 999 - 56.

Ostava overit, ze takymto sposobom napiseme vsetky ¢isla, a teda ze po poslednom kroku uz nebude
mo7né napisat Ziadne dalSie ¢islo. Pre spor predpokladajme, Ze existuji dve napisané ¢isla, a-(999-55)
ab-(999-5%), ktorych aritmeticky priemer je celé ¢islo a este nie je na tabuli napisany. Tento priemer
je ((a+0)/2)(999 - 5%). Kedze 999 - 5° je neparne ¢islo, tak vyraz ((a + )/2)(999 - 55) bude celym
¢islom iba ak hodnota (a + b)/2 je celé ¢islo. Hodnota (a 4 0)/2 je ale aritmeticky priemer ¢isel a, b,
¢o znamend, ze ak to je celé ¢islo, tak musi byt z intervalu (a,b), a preto aj z intervalu (0,64). To
ale znamena, Ze Cislo ((a + b)/2) - (999 - 5%) uz na tabuli je napisané. Dosli sme k sporu a tak sme
dokézali, Ze 65 ¢isel tvaru k- (999-5°%) pre k € {0,. .., 64} budd skutocne vietky &isla, ktoré na tabulu
napiseme.

Uloha 1.11: Nech m, n st kladné celé &sla a p je prvodislo. Vieme, Ze tieto &isla spliiaji rovnicu
p" + 3600 = m?. Aké vetky hodnoty mdze nadobudat ¢islo m?

Vysledok: 61, 65, 68

Riesenie: Odcitanim 3600 od oboch stran rovnice a rozlozenim pravej strany na sacin ziskame
p" = (m+60)(m—60). Kedze lavé strana je mocnina prvodisla p, obe zatvorky napravo st mocninami
p. Uvazujme najprv, Ze jedna z nich je rovna 1. Nutne to musi byt mensia z nich, a teda m — 60.
Potom m = 61 a p" = 112, ¢o ndm ddva jedno riesenie.

Uvazujme teraz, ze obe zatvorky su vécsie nez 1. Z toho vyplyva, ze obe su delitelné p, a preto je aj
rozdiel (m+60) — (m —60) = 120 delitelny p. Z prvociselného rozkladu 120 dostaneme, ze p je rovné
2, 3 alebo 5.

Hladdme dve mocniny p, ktorych rozdiel je 120. Na to nam stac¢i ndjst najmensiu mocninu p, ktora je
vacsia ako 120, pretoze kazda vacsia mocnina bude jej nasobkom, a teda jej vzdialenost od vsetkych



mocnin p bude vécsia nez 120. Druhd mocnina potom musi byt ¢islo o 120 mensie, pokial to teda je
mocnina p. Prejdime teraz postupne vsetky tri moznosti pre p.
e p = 2: Hladan4 mocnina je 27 = 128, a teda m +60 = 128 = 27 a m — 60 = 128 — 120 = 8 = 23.
Dostévame, ze p" = 2! a m = 128 — 60 = 68 je rieSenim.
o p = 3: Hladan4 mocnina je 3* = 243, ale 243 — 120 = 123 nie je mocnina 3. TAto moZnost preto
nevedie k rieseniu.

e p = 5: Hladan4 mocnina je 5% = 125, a teda m +60 = 125 = 53 a m — 60 = 125 —120 = 5 = 5%.
Dostavame, Ze p" = 5% a m = 125 — 60 = 65 je poslednym rieSenim.

Mozné hodnoty m sa 61, 65 a 68.

Uloha 1.12: Nech ABC' je roznostranny trojuholnik, v ktorom strana AC je dlhsia ako AB. Bod
P lezi na tsecke BC' tak, ze priamka AP je osou uhla BAC. Priamka kolma na AP prechadzajuca

bodom B sa pretina s priamkou rovnobeznou s BC prechadzajicou bodom A v bode D. Ak4 je dizka
usecky AD ak |BP|=2a |PC| =37

Vysledok: 10

RieSenie:

Z vety o osi uhla vieme, Ze:

2 |BP| |AB|

3 |PC|  |AC|
Oznac¢me si teda |AB| = 2x. Potom |AC| = 3x. Dalej si ozna¢me priese¢nik AC' a BD ako N.
V trojuholniku ABN je os uhla BAN kolméa na BN. Trojuholnik ABN je teda osovo stimerny
podla tejto osi, a teda je aj rovnoramenny. Z rovnoramennosti vieme, ze |AN| = |AB| = 2z, potom

INC| = x. Na zaver si vSimnime, Ze trojuholnik BNC' je podobny s trojuholnikom DN A, pretoze
uhly BNC a DN A st vrcholové a uhly BOCN a DAN su striedavé. Z podobnosti vieme:

|AD| _ |CB|
|AN|  |CN|
|CB]
AD| = |[AN|—
[ AD| = |AN | 5
5
|AD| = 22—
X
|AD| = 10

Di7ka strany AD je teda 10 cm.



2. Cast

Uloha 2.1: Na koncert predavaji dvakrat viac miest na stitie nez miest na sedenie. Z celkovej
kapacity miest je predana Stvrtina miest na statie a polovica miest na sedenie. Aky je celkovy pocet
miest v koncertnej sale, ak zatial zostava nepredanych celkom 1000 miest?

Vysledok: 1500

Riesenie: Oznacme si poCet miest na sedenie ako x. Potom vieme, Ze:
o celkovy pocet miest na predaj je 3z,
o aktudlne je predanych (1/4)(2z) + (1/2)x miest,
e 1000 miest je este nepredanych.

Z tychto troch bodov dostavame rovnicu: (1/4)(2z)+ (1/2)xz+ 1000 = 3z. S¢itanim zlomkov dostéva-
me x 4 1000 = 3z, t. j. z = 500. Celkovy pocet miest v koncertnej sale je potom 3x = 3-500 = 1500.

Uloha 2.2: Majme teleso so 62 stenami, pri¢om 20 z nich je rovnostrannych trojuholnikov, 30 je
stvorcov a 12 je pravidelnych péafuholnikov. Kolko hran ma toto teleso?

Vysledok: 120

Riesenie: Najprv s¢itajme, kolko hran maju spolu vsetky steny telesa. Steny tvori 20 trojuholnikov,
30 stvoruholnikov a 12 pafuholnikov. Spolu maju teda 20 -3 + 30 - 4 + 12 - 5 = 240 hran. Nasledne
si uvedomme, ze kazdu hranu telesa vzdy zdielaju 2 steny. Kazdu realnu hranu nasho telesa teda
v tomto siucte mame zapocitani dvakrat. Celkovy pocet hran je preto 240/2 = 120.

Uloha 2.3: Aké je najmensie kladné celé ¢islo k, pre ktoré plati, ze k! je delitelné 1 000 0007
Vysledok: 25

Riesenie: Uvedomme si, ze 1 000 000 = 105 = 26 x 5%, a teda &islo delitelné miliénom musi mat
v prvociselnom rozklade aspon Sestkrat ¢islo 2 a aspon Sestkrat ¢islo 5. Vo faktoriali je sucin vsetkych
¢isel iducich za sebou az po k, a teda sa tam budu castejsie vyskytovat ¢isla s 2 v prvociselnom
rozklade, cize kazdé parne, nez tie s 5, ¢ize nasobky 5. Skiisme preto najst najmensie k také, ze
v prvociselnom rozklade k! je Sestkrat ¢islo 5. Pri postupnom néasobeni od najmensich ¢isel sa stale
pridd nova 5 do prvociselného rozkladu, ked narazime na jej nasobok, to jest pri 5, 10, 15, 20.
Zastavime sa pri 25. To je 52, ¢iZe tu je 5 v prvociselnom rozklade az dvakrat, dokopy v 25! je uz
piaty a Siesty raz. Najmensie k vyhovujice zadaniu je tym padom 25.

Uloha 2.4: Méme 6 hudobnikov, pri¢om kazdy z nich vie hrat na gitaru, klavir aj saxofén. Najprv
jeden z nich zahra na niektory z troch hudobnych néstrojov. Potom druhy z nich zahra na nejaky iny
hudobny néastroj a napokon treti z nich zahra na zvysny hudobny nastroj. Kolkymi roznymi sposobmi
vedia zorganizovat vystipenie?

Vysledok: 120 x 6 = 720

Riesenie: Mame v poradi 3 pozicie, na ktorych mohli byt dani hudobnici. Rozoberme si postupne,
kolko moznosti na roznych hudobnikov mame na kazdej z tychto pozicii. Na prvej pozicii sa moze
nachdadzat 6 hudobnikov, na druhej zvysnych 5 a na tretej zvysni 4. Kedze nam zalezi na poradi,
mame teda 6 X 5 X 4 = 120 moznych poradi hudobnikov. Kazdy z hudobnikov vie hrat na kazdy
z nastrojov. Prvy hudobnik teda moze hrat na 3 rézne nastroje, druhy na zvysné 2 a poslednému
ostane 1. Spolu teda mame 3 X 2 X 1 = 6 moznosti, ako mozu byt zoradené nastroje. Ked teda
skombinujeme kazdi moznost poradia hudobnikov a poradia néstrojov, dostaneme 120 x 6 = 720
vsetkych moznosti zorganizovania vystipenia.



Uloha 2.5: V pravouhlom trojuholniku K’ LM s pravym uhlom pri vrchole K je S stred kruznice
jemu vpisanej. Aka je velkost uhla LSM?

Vysledok: 135°

Riesenie: Kedze stred vpisanej kruznice trojuholniku lezi na priese¢niku osi vntutornych uhlov troj-
uholnika, polpriamka LS rozdeli uhol K LM na polovice a rovnako polpriamka M.S rozdeli uhol
LM K na polovice.

Vieme, ze sucet velkosti vnutornych uhlov trojuholnika je 180°. Kedze ma uhol pri vrchole K 90°,
sucet velkosti uhlov K LM a LM K bude zvysnych 90°.

Vsimnime si, Ze v trojuholniku LM S st dva vnitorné uhly prave polovice postupne z uhlov K LM
a LMK. To znamena, ze sucet uhlov SLM a LMS bude polovicou zo suc¢tu velkosti uhlov K LM
a LMK, teda 45°. Kedze je sucet velkosti vnuatornych uhlov v trojuholniku rovny 180°, posledny
vnutorny uhol LSM musi mat velkost 135°.

Uloha 2.6: Kolkymi sposobmi vieme napisat ¢isla 1 az 6 do vrcholov pravidelného Sestuholnika tak,
aby prave pre tri z tychto cisel platilo, ze s vacsie ako obaja ich susedia v Sestuholniku? Otocenia a
prevratenia Sestuholnika sa povazuju za rovnaké rozlozenie.

Vysledok: 8

Riesenie: Nazvime ¢islo vicsie od oboch svojich susedov velké. Medzi umiestniovanymi c¢islami ne-
mame dve ¢isla mensie ako 1 ani dve ¢isla mensie ako 2, takze 1 a 2 nemo6zu byt velké. Akonahle je 3
velké, s jeho susedmi 1 a 2, ¢o uz znamena, ze 4 nemoze naraz susedif s dvomi z troch ¢isel mensich
ako 4, a teda nie je velké. Takze 3 a 4 nemdzu byt velké obe naraz. Z toho plynie, Ze tri velké cisla
musia byt 3, 5 a 6 alebo 4, 5 a 6.

Kedze z dvoch ¢isel je najviac jedno véacsie, nemézu byt dve velké ¢isla vedla seba. Maju vsak byt tri
zo Siestich, ¢ize kazdy druhy vrchol Sestuholnika musi mat velké ¢islo. Preto polohy troch velkych
¢isel si mozeme zvolit iba jednym sposobom, ked sposoby lisiace sa iba otoc¢enim alebo prevratenim
nepovazujeme za rozne. V pripade, ze 3 je velké, teda vpiseme nejako do troch navzajom nesusednych
vrcholov 3, 5 a 6. Cislo 4 musi byt medzi 5 a 6, inak by susedilo s 3 a to by uz nebolo velké, moznosti
st tym padom dve lisiace sa usporiadanim 1 a 2. V opa¢nom pripade (ak 3 nie je velké) vpiSeme do
troch navzajom nesusednych vrcholov 4, 5 a 6. Zvysné cisla mozu byt usporiadané Tubovolne, vzdy
budi 4, 5 i 6 velké (ako z ivodu rieSenia plynie, viac ako tri velké nehrozia), ¢o nam da pre tito
vetvu tolko moznosti, kolkymi spdsobmi mozeme napisat 1, 2 a 3 na volné miesta, ¢o je 3! = 6. Spolu
je roznych rozlozeni osem.

Uloha 2.7: Stevo si prisiel kipit do obchodu 5 jabik a b broskyn. Chcel zaplatit pateurovou ban-
kovkou, ¢o vsak nestacilo, teda pridal este dalsiu pateurovii bankovku a dostal nejaky vydavok spéf.



Vilo si prisiel kupit 2 jablkd a 12 broskyn a chcel zaplatit desateurovou bankovkou, ¢o nestacilo, a
ked pridal dalsiu desateurovii bankovku, dostal nejaky vydavok spét. Kolko najmenej centov moze
stat 1 broskyna?

Vysledok: 61

RieSenie: Ozna¢me j cenu jablka a b cenu broskyne. Zo zadania zostavime dve nerovnice. Zo Ste-
vovho nakupu dostaneme:
5<b5j+5b<b5+5=10.

7 Vilovho nadkupu dostaneme:
10 < 25 +12b < 10+ 10 = 20.

Vydelme prvi nerovnicu —5 a druhia 2 a dostaneme stustavu:
—2<—j—-b< -1,
5 < 7+ 6b<10.
S¢itanim oboch nerovnosti dostaneme:
3 <bHb<9,

z ¢oho vyplyva, ze b > 3/5 = 0,6. Cena broskyne je teda vicsia ako 60 centov, ¢ize najmenej 61
centov.

Uloha 2.8: Majme pravidelny osemuholnik ABCDEFGH so stranou dlzky 2. Uhlopriecka CF
pretina tsecku AD v bode K a tsecku AFE v bode L. Aky je obsah AKL?

Vysledok: 1+ v/2

RieSenie:

T

K, K

B C

V rieseni je zasadné, ze zadany osemuholnik je pravidelny, preto za¢neme niekolkymi faktmi, ktoré
st ,,zrejmé zo symetrie pravidelného osemuholnika“:

1. V pravidelnom mnohouholniku je kazda os strany osou simernosti mnohouholnika. V nasom
ABCDFEFGH takto sumernost podla osi strany C'D zobrazuje vrcholy A, B, C, D, E, F,
G,Hna F', E, D, C, B, A, H, G v tomto poradi. Uhlopriecku AD tym padom zobrazuje na
uhlopriecku C'F, a teda ich priesecnik K na K. K potom musi lezat na tejto osi a trojuholnik
C DK musi byt rovnoramenny so zadkladiou C'D.



2. Dalej ozna¢me S stred ABCDEFGH (v pravidelnom mnohouholniku mé stred jednoznaény
vyznam, ide o stred opisanej kruznice, vpisanej kruznice, stredovej simernosti aj dalsich otoceni
zobrazujtcich mnohouholnik naspét na seba). S vidi kazdd z 6smich stran ABCDEFGH pod
uhlom 360°/8 = 45°. Otocenie o 2-45° = 90° potom zobrazuje kazdy vrchol na o dva nasledujici,
obzvlast uhlopriecku AD zobrazi na C'F. Preto tieto st na seba kolmé a trojuholnik C DK ma
pravy uhol pri K.

3. Ked otoc¢ime AD a C'F okolo S o pravy uhol v opacnom smere, dostaneme uhlopriecky GB a
AD v tomto poradi. Oznac¢me si ich priesecnik K. Toto otocenie zobrazuje K; na K, a teda
ACDK na NABK;.

Z prvych dvoch faktov je trojuholnik C'DK rovnoramenny pravouhly s preponou (a zdkladnou)
CD o dizke podla zadania 2. Odtial uz podla Pytagorovej vety jeho odvesna musi mat dlzku
|ICK| = |DK| = 2/v/2 = /2. Podla tretiecho faktu je trojuholnik ABK,; zhodny s CDK, &ize
tieZ rovnoramenny pravouhly s odvesnami dlzok |AK;| = |BK;| = v/2.

Teraz tsecky CK a BK,; st zhodné a obe kolmé na KK, takze BOKK; je obdlznik a |[KKy| =
|BC| = 2. Dovedna |AD| = |AK,|+| K, K|+|KD| = 2¢/242. Nakoniec uhol EDK je pravy napriklad
preto, ze je obrazom uhla C'BK; v otoceni o pravy uhol okolo S. Odtial uz je DE rovnobezna s KL,
vdaka ¢omu st trojuholniky AK L a ADFEpodobné. Ich dlzky stran st v pomere |AK|/|AD|, ¢o plati
pre vSetky dvojice odpovedajtcich si stran. Hladany obsah je teda:

[AK| _ |DE| (JAKi| + |K\K|)*
|AD] 2 |AD|
(V2+2)*  v2-1 2v2+3 V241
2V2+2  V2-1 V241 I

1 1
5+ [AK|-|KL| = 5 - |AK| - |DE]

Uloha 2.9: Strom, ktory mé 75 rokov, ma 50% pravdepodobnost prezit este aspon dalsich 10 rokov.
Zaroven méa 75-ro¢ny strom 20% pravdepodobnost prezit este aspon dalsich 15 rokov. Strom, ktory
mé 80 rokov, méa 25% pravdepodobnost prezit aspon dalsich 10 rokov. Akd pravdepodobnost ma
80-ro¢ny strom prezif aspon dalsich 5 rokov?

Vysledok: 5/8, respektive 62,5%

RiesSenie: Pre n < m, nech P,,, oznacuje pravdepodobnost, Ze sa n-ro¢ny strom dozije m rokov.
Pre n < k < m plati P, - Pom = Pnm, kedZze pravdepodobnost dozit sa z n rokov m je rovnaké,
ako dozit sa z n rokov k a néasledne z k rokov m. S touto novou notaciou sa ndm tuloha bude riesit
jednoducho.

Zo zadania Vieme, ze P75,85 = ]_/2, P75790 = 1/5 a Pg[),g() = ]_/4

Plati Prsgs - Pssoo = Prsg0. Po dosadeni ¢isel zo zadania obdrzime rovnicu (1/2) - Pgs 90 = 2/5,
z ktorej lahko dopocitame Pgsg9 = 2/5. Analogicky zostavime rovnicu Pyogs © Pss00 = Psog0, do
ktorej dosadime zndme pravdepodobnosti. Ziskame Py g5 - (2/5) = 1/4, z ¢oho jednoducho vyjadrime
hladanych Pyo g5 = 5/8, pripadne v percentach 62, 5%.

Uloha 2.10: V lichobezniku ABCD so zdkladitami AB a CD m4 strana AB dlzku 7, strana CD
dlzku 3 a strana DA dlzku 10. Ozna¢me FE stred strany BC. Potom plati, ze |AE| = 8. Aky je obsah
lichobeznika ABCD?

Vysledok: 48

RieSenie: Zobrazme cely lichobeznik v stredovej simernosti podla bodu E. Vsimnime si, ze dizka
usecky DA’ je suc¢tom dlzok CD a AB, teda 10. Dostavame preto rovnoramenny trojuholnik AA’D
s ramenami AD a A’D o dlzke 10 a s tretou stranou AA’ s dvojnasobnou dlzkou oproti tsecke AF,
teda 16.



Trojuholnik ABE ma rovnaky obsah ako trojuholnik A’'C'E (to vyplyva zo stredovej simernosti), a
teda lichobeznik ABC'D ma rovnaky obsah ako trojuholnik AA’D.

Na vypocitanie obsahu trojuholnika AA’D potrebujeme poznat vysku na zakladnu AA’. Vedme teda
kolmicu cez bod D na tsecku AA’. Z rovnoramennosti vyplyva, ze usecku AA’ pretne v jej strede, a
teda bode E. Kedze v trojuholniku AED pozname dlzky stran AE a AD a vieme, e trojuholnik AED
je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole F, sme schopni doratat tretiu stranu E'D cez Pytagorovu
vetu:

|AE|* + |ED|* = |AD|?
|ED|* = |AD|* - |AE[*
|EDJ* = 10* — 8*
|ED|* = 100 — 64
|ED|? = 36
|ED| =6

Obsah trojuholnika AA’D uz dordtame jednoducho cez zakladiu AA" a vysku E D na ttto zakladnu:
Saap = (|AA'| - |EDJ)/2
SAA’D = (16 . 6)/2
Saap =48

Z toho vyplyva, ze obsah lichobeznika ABCD je 48.

D 3 C 7 A

Uloha 2.11: V kruhu méme postavené domy ocislované od 1 do 20 v smere hodinovych ruéiciek.
Medzi domami vieme prechadzat iba podla urcitych pravidiel. Bud mézeme prejst do susedného
domu v smere hodinovych rudiciek (teda z 1 do 2, z 2 do 3, .., z 20 do 1) alebo moéZeme cez stred
prejst do protilahlého domu (teda medzi 1 a 11, 2 a 12, ..., 10 a 20). Ur¢te pocet moznosti, ktorymi
sa vieme dostat z domu ¢islo 10 do domu ¢islo 20 tak, aby sme Ziaden dom nenavstivili viackrat.

Vysledok: 257

RieSenie: Jedna moznost je prejst priamo z domu &slo 10 do domu &slo 20. Dalej predpokladajme,
ze toto nebude nas prvy prechod. Rozdelme si domy nasledovne do desiatich parov: Py, = {10, 20},
P ={1,11}, P, ={2,12}, .., Py ={9,19}.

Plati, ze kazdy povoleny prechod je bud medzi domami v jednom pare alebo vieme prejst z paru
P; do paru P11y mod 10 Pre vietky ¢ € {0,1,...,9}. Takze nasa cesta bude musiet vyzerat tak, ze
zacneme v dome 10 v pare Fy, prejdeme postupne cez Py, Ps, ..., Py, Py. Pritom v Py skon¢ime v dome



¢islo 20. Je to jedina ind moznost, ako nasa cesta moze vyzerat, okrem priameho prechodu, ktory
sme uz spominali.

V prvom kroku vieme, ze z Fy odideme rovno do P;. V kazdom z parov P, az Py si mozeme nezavisle
vybraf, ¢i spravime prechod medzi domami v ramci paru alebo nie. V pare Py uz na vyber nemame.
Ak sme don prisli do domu ¢islo 9, tak musime spravif prechod do 19, aby sme néasledne presli do 20.
Druhd moznost by bola ist rovno do domu ¢islo 10, kde sme uz ale boli, takze to spravit nemo6zme.
Ak sme naopak prisli do Py rovno z domu ¢islo 19, tak nesmieme urobit prechod do domu ¢islo 9,
pretoze by sme nemali ako pokracovat, kedze v domoch ¢islo 10 aj 19 sme uz boli. Takze spravanie
v pare Py je jasne dané predchadzajicimi volbami.

Takze pocet moznosti ako prejst z domu ¢islo 10 do domu éislo 20 cez postupnost (Py, Py, P, . .., Py,
Py) je 28, kedze v kazdom z parov Py az Pg mame 2 moznosti ¢o spravit. Celkovy pocet moznosti je
potom 28 + 1 = 257.

Uloha 2.12: Nech a, b, ¢ st redlne &sla, pre ktoré plati, Ze polyném
g(x) = 2* + az® + x + 10
mé tri rozne korene a kazdy koren g(z) je tiez korenom polynému
f(z) =2 + 2 + br* + 100z + c.

Aka je hodnota f(1)?

Vysledok: —7007

RieSenie: To, ze polyném g(x) ma tri rdzne korene r, s, t, znamena, ze g(x) = (x —r)(x — s)(z —t).
Polyném f(z) ma tiez korene r, s, t, a kedze je Stvrtého stupna, tak ma este stvrty koren u a
flz)=(z—r)(z—s)(z —t)(z —u). Spojenim dostavame f(z) = g(x)(z — u).

Pozrime sa najprv na to, ¢o vlastne potrebujeme zistit. Chceme hodnotu f(1), ¢o uz vieme prepisat
ako f(1) = g(1)(1 — u) a polyném g(z) mdzeme nahradif tvarom zo zadania. Dostdvame f(1) =
g1 —u) = (*+a-12+1+10)(1 —u) = (12 + a)(1 — u). Potrebujeme teda zistit hodnotu
koeficientu a a hodnotu korena wu.

Ked sa teraz vratime k vztahu f(z) = g(z)(z — u), tak si mézeme oba polynémy prepisat pomocou
vyjadreni zo zadania:

f(@) = g(z)(z — u)
vt + 2% 4+ ba? + 1002 4 ¢ = (2 + a2z’ + z + 10) (2 — u)
' + 2% +b2* + 1002 + ¢ = 2* + (a — w)2® + (1 — au)z® + (10 — u)z — 10u

Nasledne mozeme porovnat koeficienty pri rovnakych clenoch na oboch stranach rovnice. Vdaka
koeficientom pri o dostédvame 100 = 10 — u, a teda koren u = —90. Vdaka koeficientom pri z® mame
1=a—u, z ¢oho plyniea=1+u=1—-90 = —89.

Teraz to uz moézeme iba dosadit do upraveného tvaru vyssie a dostavame: f(1) = (12 +a)(1 —u) =
(12 —89)(1 4+ 90) = —77-91 = —7007.



3. Cast

Uloha 3.1: Existuju tri druhy magickych bytosti. Draci maji 3 o¢i a 5 rohov, Certi maji 2 oci a 3
rohy a chudaci kyklopi maju 1 oko a ziadne rohy. Na like je niekolko bytosti, ktoré maju spolu 25
oc¢i. Kolko najviac moze byt na like rohov?

Vysledok: 41

Riesenie: Kazdi 2 draci a 3 ¢erti maju spolu 6 oc¢i, ale 2 draci maju 10 rohov a 3 ¢erti majia 9 rohov.
Chceme maximalizovat rohy. Ak by tam bolo 8 drakov, tak by spolu mali 3-8 =24 o¢i a 8 -5 = 40
rohov. Ostalo by nam jedno nevyuzité oko, a ak dame prec¢ 1 draka, tak mame priestor na 2 certov.
Ak nahradime 1 draka 2 c¢ertmi, tak méame spolu 7-3+2-2=250c¢la 7-5+ 23 = 41 rohov, ¢o je
maximum, kedze kyklopi nemaju ziadne rohy.

Uloha 3.2: V triede je 30 Ziakov. Z toho 25 vie hrat futbal, 22 z nich vie hrat basketbal a 19 z nich
vie hrat volejbal. Kolko ziakov vie hrat vsetky tri Sporty, ak vieme, ze kazdy ziak vie hrat aspon dva
sporty?

Vysledok: 6

Riesenie: Ak s¢itame pocet ziakov na jednotlivych Sportoch, dostaneme 25+ 22+ 19 = 66. V tomto
pocte je vSak kazdy ziak zapocitany niekolkokrat, a to tolkokrat, kolko roznych sportov vie hraf.
Nasou tlohou je zistif, kolko ziakov je zapocitanych trikrat. Kazdy ziak vie hrat dva alebo tri Sporty.
Ak by kazdy zo ziakov vedel hrat prave dva Sporty, v sucte by sme dostali 30 x 2 = 60. My ale
méame spolu v sicte 66, ¢o je o 6 viac. Tychto 6 je ziakov, ktori vedia hrat tri Sporty (kazdy okrem
poévodnych 2 pridd do sictu este 1).

Uloha 3.3: V trojuholniku ABC' s obsahom 80 mé strana AB dizku 20 a strana BC dizku 17.
Oznac¢me D patu vysky z bodu C. Aka je dlzka tsecky AD?

Vysledok: 5

Riesenie: KedZze obsah trojuholnika ABC' je 80, tak |CD| = (80 -2)/|AB| = 160/20 = 8. Vieme,
ze trojuholnik DBC' je pravouhly s pravym uhlom v bode D. Z Pytagorovej vety tak dostavame
|DB|? = |BC|? — |CD|? = 17? — 82 = 289 — 64 = 225. Potom |AD| = |AB| — |DB| = 20 — /225 =
20 — 15 =5.

Uloha 3.4: V zosite boli napisané 4 kladné celé ¢isla. Potom Michal pre kazdd dvojicu &sel zo zogita
napisal na tabulu ich sicin. Uvedomil si, Zze medzi ¢islami napisanymi na tabuli si iba Styri rézne
¢isla. Najmensie z nich bolo 49 a druhé najvacsie 63. Aké bolo najvéicsie ¢islo, ktoré Michal napisal
na tabulu?

Vysledok: 72

Riesenie: Oznacme c¢isla napisané v zosite a, b, ¢, d a bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme
a < b < c<d Ak by vSetky cisla boli rozne, dostali by sme aspon péaf réznych siacinov, pretoze
jediné dvojice s rovnakym sicinom by mohli byt a-d a b-c. Na tabuli vSak boli iba styri rozne stciny;,
takze niektoré dve ¢isla museli byt rovnaké. Aby boli rozne stciny Styri, musela existovat prave jedna
dvojica rovnakych cisel a ostatné cisla museli byt navzajom rozne.

Najmensi stuc¢in bude a - b = 49, teda bud a =1 a b =49, aleboa=7a b="7. Ak by a bolo1 a b
bolo 49, potom by jedno z ¢isel ¢ a d muselo byt 63, aby sme dostali st¢in 63. Druhé z nich potom
bude bud 49, alebo 63, avsak ani jedna z moznosti 1, 49, 49, 63 a 1, 49, 63, 63 nevyhovuje, pretoze
v oboch je 63 az treti najvacsi sucin.

Takze vieme, ze a = 7 a b =7 a c a d st navzajom rozne a aj rozne od 7. Z toho vyplyva, ze c je
aspon 8 a d je aspon 9. Ak by d bolo viac ako 9, potom by a - d a ¢ - d boli rozne a vacsie ako 63,
takze by 63 nemohlo byt druhé najvacsie ¢islo na tabuli.



Ostala nam jedind moznost, a to ze d je 9 a tym padom c je 8. Na tabuli teda boli napisané ¢isla 49,
56, 63 a 72, najvacsie z nich je 72.

Uloha 3.5: Nech n je celé &slo viadsie ako 1. Autobus vyrazil z gardZe uz s niekolkymi cestujticimi.
Na kazdej dalsej zastavke vystipil jeden cestujici a n cestujucich nastipilo. Po piatich zastavkach
bolo v autobuse n-krat viac cestujicich ako na zaciatku pred prvou zastavkou. Kolko cestujicich
bolo v autobuse na zaciatku?

Vysledok: 5

Riesenie: Nech je na zaciatku v autobuse z Iudi. KedZe na kazdej zastavke nastupilo n Tudi a vystupil
jeden, tak sa pocet Tudi v autobuse zmeni o n — 1 po kazdej zastavke. Po prvej zastavke teda bude
v autobuse x + (n — 1) Tudi, po druhej x +2(n — 1), .. a po piatej = + 5(n — 1). Taktiez vieme, Ze na
konci bolo v autobuse x - n Tudi. Zostavme z tychto idajov rovnicu.

r+5(n—1)=an

T +5n—5=an
rT—rn+5m—-5=0
—x(n—1)+5(n—-1)=0
m=—1)0b-2)=0

Lavt stranu rovnicu sme upravili do stic¢inového tvaru a na to, aby sa rovnala nule, sa musi aspon
jedna zo zatvoriek rovnat nule. Vieme, ze to nemoze byt prva zatvorka, kedze podmienkou v zadani
je, ze n. > 1. Musi to teda byt ta druha. Z tohto tvaru vyplyva, ze v autobuse muselo byt na zaciatku
5 Tudi.

Uloha 3.6: Kolko priamok prechédza aspoti 3 bodmi mriezky 3 x 9 bodov?

Vysledok: 44

RieSenie: Ako prvé si mozeme vsimnut 12 priamok (3 riadky, 9 stipcov). Dalej si véimnime, Ze
kazd4 zo zvysnych hladanych priamok musi byt uhloprieckou obdlznika, ktorého vrcholy a prieseénik
uhlopriecok lezia v mriezke. Z vlastnost! obdlznika vieme, ze priese¢nik uhloprie¢ok v obdlzniku je
zaroven jeho stredom stimernosti. Z toho vyplyva, Ze aj osi stran sa musia v tomto bode pretnit, a
teda aj stredy strdn musia byt bodom mriezky. To plati, iba ak st dlzky stran parne (pocty bodov na
jednotlivych strandch neparne), kde presne jeden bod pripadne na stred strany. Zaroven uhlopriecky
kazdého obdiznika so stranami parnej dizky vzdy uréuju priamky vyhovujice zadaniu. Navyse, kedze
je nasa mriezka rozmeru 3 x 9, lahko si rozmyslime, Ze uhlopriecky dvoch roznych obdlZnikov vzdy
urcia rozliéné priamky.

V mriezke sa nachddza sedem obdlznikov 3 x 3 body, pat obdlznikov 5 x 3 body, tri obdlzniky 7 x 3
body a jeden obdlznik 9 x 3 body. V kazdom takomto obdlzniku vieme najst dve uhlopriecky, ¢o
nam dokopy da 2-7+2-5+2-3+2-1 = 32 priamok. V mriezke mozno v sucte najst 32 + 12 = 44
priamok, ktoré prechadzaji aspon troma bodmi.

Uloha 3.7: Majme rovnobeznik ABC'D. Na polpriamke BC mimo tsecky BC' lezi bod E tak, Ze
plati |BC| : |CE| = 2. Na polpriamke AB mimo tsecky AB lezi bod F tak, ze plati |AB| : |BF| = 3.
Aky je obsah rovnobeznika ABC D, ak vieme, ze Sapcp — 10 = Spgr?



Vysledok: 60

RieSenie: Najprv si uréime, ze dlzka strany AB = a, dlzka strany BC' = b a vyska na stranu
AB je v,. Potom si postupne vypocitame obsahy trojuholnikov BFE, BFX, DXC a DCE, kde
X je priesecnik usecky BC' s tseckou DF'. Po sc¢itani obsahov trojuholnikov BFE, DXC a DCFE
a odcitani obsahu trojuholnika BF X dostaneme obsah trojuholnika DEF. Kedze trojuholniky AF D
a BFX su podobné podla vety uu (AD je rovnobezné s BE), tak z tohto si vieme vypocitat dizku
useciek BX a XC. Kedze strana AF je zo zadania Styrikrat viacsia ako strana BF', tak aj AD musi
byt styrikrat vacsie ako BX, z ¢oho vyplyva, ze |[BX| = b/4 a | XC| = |BX| — |BX| = 3b/4. Teraz
vieme, ze obsah trojuholnika BF'E je

% " Vg |B F |

s

DIzku vysky vieme podla toho, ze trojuholniky BEY, kde Y je priesecnik vysky a strany BF, a
BCZ, kde Z je priesecnik vysky rovnobeznika s jeho stranou C'D, st podobné podla vety uu, a
kedZe strana BE je o polovicu dlhsia ako BC, tak aj v takom pomere st dané vysky. Rovnako tieto
podobnosti a vypocty platia aj pre ostatné trojuholniky. Tieto vSetky vypocty si dosadime do rovnice
v zadani a dopocitame Sapcop:

Sapcp — 10 = Sper

a-v, —10 = Sprg — Sprx + Spxc + Spce
1 3

.U .—.a l.v .—.a .U .a/ l./l} .a
py—10=2 Yat3 @ gl 4" Ya 2 " Ya
av 2 2 T T

3 1 3 1
. —10=a, A T T
@ o CQ 24 8+4)
10 6 1,9.6
a-v,—10=a,-a - (= ——+—=+4+ =
24 24 "24 " 24
20
a a” __]-0
a- v, v a 24
1
a-==10
v a 6
a- v, = 60
Sapcp = 60

Uloha 3.8: Nech z, y su redlne ¢isla, pre ktoré plati

1 —_
x—l—y_a: Y

Urcte hodnotu vyrazu

Vysledok: 5



Riesenie: Upravime prvu rovnicu zo zadania:

11
m+y_:v Y
1_:c+y_a:+y
z Y
1:<1+g>_<§+1>
z Y
1_4.¢2
Ty
T 2
1:(3__>
Ty
2 2
=Y
$2 yx y2
2 2
Yy T
2 ZE2

Yy T

Uloha 3.9: Nech ABCD je §tvorec a X je bod na strane DA taky, Ze kruznica s priemerom CX sa
dotyka strany AB. Ak |[AX| = 1, tak akd dlha je strana Stvorca ABC'D?

Vysledok: 4
Riesenie: Ozna¢me si stranu Stvorca a, priemer kruznice |CX| = 2r a jej stred S.

Napisme si Pytagorovu vetu pre trojuholnik C'DX.

(2r)? = (a —1)* + a?
4r* = 2a* — 2a + 1

Ozna¢me priesecnik rovnobezky so stranou AB vedenou bodom S a strany C'B ako Q. Dalej oznacme
patu kolmice z S na AB ako P. |SC| = r, pretoze SC je polomer. Kedze SP je kolm& na AB
a vychadza zo stredu S a zdroven kruznica sa dotyka AB, tak P musi byt prave bod dotyku (pretoze
polomer je kolmy na doty¢nicu). SP je teda polomer kruznice a |SP| = r. PBQS je obdlznik, a teda
BQ@ je taktiez r. Potom |CQ| = a —r. Kedze S je v strede C' X, bude aj péata kolmice P v strede AB.
|BP| = |SQ| = §. NapiSme si teraz Pytagorovu vetu pre trojuholnik SQC.

2
r2:(a—r)2+a—

4
2 99 o
r°=—a"+r° —2ar
4
5
0=-a®—2ar
4
Kedze a je dlzka strany $tvorca, nie je nulovd a mozeme vydelit obe strany rovnice a.
5
0=-a—2r
4
D
2r = -a

4



Dosadme teraz do Pytagorovej vety z trojuholnika CDX.

25
Ea2:2a2—2a—|—1
25
E(12:2a2—2a+1
7
0=—a?—2a+1

16

Ostava uz len zistit korene rovnice pomocou vzorca.

2a 2-1—76 7

—b+ VB2 —dac  2F 22_4'1_76_2:t\/g_4(4:|:3)
_ -
8

Korene su teda 4/7 a 4. Vyhovuje ale iba druhy koren, kedze a > 1.

D C
r
a—1 g Q
T a
2
X T
1
A a P a B
2 2

Uloha 3.10: Majme rasticu postupnost vSetkych kladnych celych &sel, ktoré si sictom niekol-
kych (asponi jednej) roznych mocnin trojky. Postupnost zacina ¢islom 3° = 1. Aky je sty ¢len tejto
postupnosti?

Vysledok: 981

RieSenie: Je klucové uvedomit si, ze 38 > 381 + 352 1 ... 1 31 + 39 pre vietky £ > 1. A teda
postupnost bude vyzerat nasledovne:

30=1

3! =3

3t 4+3°=4

32 =9

32 +3%°=10
3%+ 3! =12
324+34+3°=13

33 =27

Lubovolny stcet roznych mocnin trojky si teda vieme predstavif aj ako bindrne ¢islo, kde 1 na mieste
2% znamen4, ze 3* sa v sticte nachddza a 0 na mieste 2¥ znamend, Ze 3% sa v sti¢te nenachidza. Teda
napriklad ¢islo 12 = 3% + 3! vieme zapisat ako 1105 (1-3*+1-3'4+0-3°). A kedZe 1-22+1-2! =6,
tak cislo 12 bude Sieste ¢islo v postupnosti zo zadania.



Aby sme zistili, ktoré ¢islo bude sté, ostdva uz iba zistit, ako zapiSeme c¢islo sto v binarnej stustave:
10019 = 64 + 32 + 4 = 2° 4+ 2° + 22 = 1100100,

A teda sty ¢len postupnosti zo zadania bude 3° 4 3% 4+ 32 = 729 + 243 + 9 = 981.

Uloha 3.11: Do miestnosti vojde 10 oséb. Kazdé z nich sa vyzuje a poloZi svoj péar topanok do
skrinky. Potom pride skriatok, topanky zamiesa a nahodne sparuje tak, ze v kazdom pare bude jedna
lava a jedna prava topanka. Topanky v pomiesanych paroch mozu, ale nemusia patrif tej istej osobe.
Aka je pravdepodobnost, ze pre ziadne k < 5 neexistuje k vytvorenych parov tvorenych topankami
patriacimi prave k osobam?

Vysledok: (9! + (7)) - 3 -41-41)/10l = 3/25

Riesenie: Nahodné sparovanie topanok si moézeme predstavit tak, ze pravé topanky polozime do
radu a potom ku kazdej pravej topanke polozime jednu nahodnu lavi topanku. Z toho vieme, ze
pocet vsetkych moznych sparovani je 10!, pretoze k prvej pravej topanke mame na vyber 10 lavych
topanok, z ktorych jednu vyberieme, k druhej pravej topanke uz vyberame len z 9 lavych topanok,
a tak dalej. Tymto sposobom dostaneme kazdé mozné sparovanie prave raz.

Nazvime uzavretou skupinou skupinu k péarov, v ktorej si topanky patriace prave k osobam (pre
kazdd osobu tam musi teda byt jej prava aj lava topanka). Nazvime rozdelenie do najmensich uzav-
retych skupin také rozdelenie parov do skupin, v ktorom kazda skupina je uzavreta skupina a ziadna
uzavreta skupina sa uz nedé rozdelif na dve mensie uzavreté skupiny. Ked mame nejaké konkrétne
sparovanie, mozeme ho rozdelif do najmensich uzavretych skupin takto: Do novej skupiny pridame
jeden zatial nevybraty par. Ak topanky v tomto pare patria tej istej osobe, tak tento par tvori uzav-
retl skupinu sam o sebe. Ak topanky v tomto pare patria dvom réznym osobam, tak do tejto skupiny
pridame druhy par, ktorého lava topanka patri tej istej osobe ako prava topanka prvého paru. Teraz
si m6zeme uvedomit, ze bud zvys$né dve topanky (pravé z druhého paru a lava z prvého paru) patria
tej istej osobe a v tom pripade sme vytvorili uzavrett skupinu z 2 parov, alebo patria réznym osobam
a v tom pripade vieme pridat treti par, ktory obsahuje lavi topanku patriacu rovnakej osobe ako
prava topanka druhého paru. Rozmyslite si, Ze tymto spdsobom vieme rozdelif pary do najmensich
uzavretych skupin.

Podmienka, Ze pre ziadne £ < 5 neexistuje k vytvorenych parov tvorenych topankami patriacimi
prave k osobam, hovori, Ze neexistuje uzavreta skupina tvorena 4 alebo menej parmi. Preto rozdelenie
do najmensich uzavretych skupin nam rozdeli pary do dvoch skupin po 5 parov alebo do jednej
skupiny so vsetkymi 10 parmi.

Ak mame len jednu uzavretu skupinu, tak to znamend, ze pary vieme postavit do kruhu tak, ze
prava topanka jedného paru a lava topanka paru hned napravo patria tej istej osobe. Inymi slovami
pocet takychto parovani je rovnaky ako pocet moznosti, ako vieme postavit 10 Tudi do kruhu (pravi
topanku potom nechdme na mieste ¢loveka a Tavii na mieste o 1 doprava), pricom otocenia kruhu s
ta ista moznost. Pocet tychto moznosti je 9!, pretoze jedného cloveka postavime do kruhu a potom
vzdy vyberame, koho postavime napravo zo zatial nevybranych Tudi.

Ak st pary rozdelené do dvoch uzavretych skupin po 5 parov, tak musime najprv ur¢it rozdelenie
parov do tychto 2 skupiny, nasledne pocet moznosti pre kazdu skupinu sa zrata rovnako ako v pripade
vyssie. Pocet moznosti na rozdelenie 10 Tudi do 2 skupin je (150) . %, pretoze mame (150) moznosti,
ako vybrat 5 Tudi do prvej skupiny (zvys$ni budu tvorit druhi skupinu), musime to vSak este vydelit
dvoma, pretoze kazdé rozdelenie sme zaratali dvakrat — raz, ked sme danych 5 ludi vybrali do prvej
skupiny, a raz, ked ndm tych istych 5 Iudi zostalo v druhej skupine. Pre kazdu skupinu 5 parov
topanok potom mame 4! moznosti na sparovanie tak, aby tvorili najmensiu uzavreti skupinu o

velkosti 5. Sparovania v 2 skupinach st nezavislé, preto dokopy je takychto moznosti (150) /24141,

Na urcenie vyslednej pravdepodobnosti nam uz iba staci s¢itat pocet vyhovujucich sparovani z oboch
moznosti dokopy a vydelif to poctom vSetkych moznych sparovani: (9! 4+ (150) /2 -41-41)/10! = 3/25.



Uloha 3.12: Najdite najmensie kladné celé ¢islo n také, Ze kazdy z intervalov (n? (n +1)?),
{((n+1)2,(n+2)?), .., {(n + 100)2, (n + 101)?) obsahuje ndsobok 1001.

Vysledok: 485

RieSenie: Majme interval (k% (k + 1)?). Pocet jeho prvkov je rovny (k + 1)? — k% = 2k + 1. MoZme
vidiet, ze pocet prvkov v intervaloch sa postupne zviacsuje. Pre k = 500 uz bude pocet prvkov rovny

1001, ¢o znamena, ze interval (500%, 501%) a kazdy dals{ uz urcite musf obsahovat aspori jeden ndsobok
1001.

Uvedomme si, Ze aj niekolko intervalov pred (5002, 501%) moZe eSte obsahovat poZadované ndsobky,
aj ked maji mensi pocet prvkov ako 1001. Chceli by sme najst najblizsi taky, ¢o nasobok 1001
neobsahuje.

Prvym prvkom intervalu (500%,5012) je 500% = 250 000. Najblizsi vacsi nasobok 1001 je 250 250.
Z toho vieme ustudit, Ze 500? ma potom zvysok 751 po deleni 1001.

Zaciatok predoglého intervalu, (4992, 500%), je o 999 mensi. Musi mat teda zvySok 753 po delent
1001. Kedze sa jedna o vyssi zvysok ako 751 a zvysky v intervaloch postupne rastii, musi aj interval
(499%,500%) obsahovat ndsobok 1001. Rovnakou tvahou zistime, Ze zaliatok intervalu (498% 499%)
mé zvySok 757, zaciatok (4972 498%) m4 zvySok 763 a tak dalej.

Hladame teda taky interval, kde zvysok prvého prvku ,, presiahne* 1001. Zovseobecnenim myslienky
z predoslého odseku zistime, Ze zvySok prvého prvku intervalu (500 — )2, (501 — 1)?) je rovny 751 +
22:1 20 =751+1-(I+1). Hladdme teda najmensie [ také, pre ktoré plati - (I+1) > 250. Hladanym
[ je cislo 16.

Interval (4842 485%) je teda najbliz$im intervalom k (5002, 501%), ktory nasobok 1001 neobsahuje.
Vsetky intervaly (4852 4862) a vySSie uz nasobky 1001 obsahuju, takZe hladanym n je 485.
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