Zadanie: Pre trojuholnik ABC' zostrojte rovnoramenny trojuholnik FDC so zdkladiiou DFE na priamke AB, pre
ktory navySe plati, ze |C'D| je rovné polovici obvodu trojuholnika ABC. Dokézte, ze kruznica opisand trojuholniku
EDC sa dotyka (vnutorne) kruznice pripisanej k strane AB trojuholnika ABC.

RieSenie: Majme spominané 2 kruznice. Ak ukdZeme, ze vzdialenost ich stredov je rovné rozdielu ich polomerov,
dostaneme aZz na nejaké Specidlne pripady prave to, ¢o mame dokézat. Ciel je teda jasny a hor sa do dokazu.

Zostrojme kolmicu na priamku AB prechddzajicu stredom opisanej kruznice trojuholniku EDC' (ozna¢me ho S,) a
oznaéme Vy prieseénik tejto kolmice na AB. Dalej ndjdime bod X ako priese¢nik kolmice na AB, ktora zase pre zmenu
prechéadza stredom kruznice pripisanej k strane AB trojuholnika ABC' (stred ozna¢me ako S,). Aby sme nevybehli z
cviku, zostrojme este jednu priamku, tentoraz rovnobeznt s AB a prechadzajticu bodom S, jej priese¢nik s priamkou
VoS, ozna¢me ako Z. Dostali sme teda stvoruholnik VX S, Z. Pre nase rieSenie budeme este nutne potrebovat dotykovy
bod L kruznice pripisanej trojuholniku ABC' k priamke C'B.

Pre dalsie vypoéty pouzime nasledujice oznacenie: r, je polomer opisanej kruznice trojuholniku DEC, r, je polomer
pripisanej kruznice k strane AB trojuholnika ABC, s je polovi¢ny obvod trojuholnika ABC, v je vyska trojuholnika
ABC.

Dalej uz nasleduje len trojaké pouzitie Pytagorovej vety, a to konkrétne pre trojuholniky SpCL, potom S,CZ a
nakoniec S,5,Z, pri¢om sa snazime najst |S,S,|.

V trojuholniku S,CL dostévame, ze |S,C|* = r§+82. Tento poznatok aplikujme v trojuholniku S,CZ, odkial |S,Z|? =
s? —v? — 2rpv. Uvazujme dalej trojuholnik S,S,Z, kde vyuZijeme, Ze |S,Z| = |CZ| — |CS,|. Potom |S,S,> =
(ro —1p)? — 2ur, + 82

Zo vztahu 2r,.sina = |CE| = |CD|, kde uvazujeme rovnoramenny trojuholnik DEC a v fiom konkrétne uhol pri
2
vrchole E oznaceny ako «, vyjadrime r,: 7, = 55— = 5=, kedze z trojuholnika CV, E vieme, Ze sina = “‘é?g“ =<

Dosadme r, do predoslého vypocétu a koneéne dostdvame, ze |SoSp| = (ro — 7p)-

Sporom este v kratkosti ukazeme, ze sa jedné skutoc¢ne o vnatorny dotyk, teda ze dotykovych bodov tychto 2 kruznic
nie je viac ako 1, ale prave 1. Najst 1 dotykovy bod P je trividlne. UvaZujme teda, Ze kruznica opisand sa s pripisanou
pretnt v 2 bodoch. Druhy dotykovy bod ozna¢me ako P». Vznikol ndm teda novy trojuholnik S,.S), P>, kde vSak neplati
trojuholnikovéa nerovnost. V opa¢nom pripade by S, = Sp, ¢o je vSak spor, kedze v zadani mame kruznicu pripisant
k strane AB trojuholnika ABC.

Tym sme teda ukéazali, ¢o sme aj chceli ukazat, a to Ze spominané kruznice maji vnatorny dotyk.



