Cislo 6 Letny semester 33. ro¢nika (2008/2009)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Ahojte Stromact,

Koniec skolského roka je uz za rohom a my mame za sebou poslednt sériu letného semestra. Dufame,
ze ste si tento STROMacky rok uzili apon tak ako my. Ak patrite medzi tych, ¢o sa dostant na
sustredenie, zostava Vam uz len poriadne sa naf tesit. Ak sa Vam ndhodou tento rok az tak nedarilo,
nezostava VAm ni¢ iné, ako sa na dalsi rok snazit o to viac.

Vasi STROMisti

RieSenia 4. série uloh 33. ro¢nika

1. Vedtuci STROMu si boli zase zahrat frisbee. Proti nim hral tim konkurencéného seminéra, preto
nechceli ni¢ nechat na ndhodu a hladali najlep$ie postavenie. Najprv sa postavili na jednu ¢iaru
Déavid a Feri. RovnobeZne s nimi, ale o nie¢o dalej sa postavili Jakub s Katkou tak, Ze tvorili
Stvoruholnik DF JK . Pri¢om sa im podarilo postavit tak, Ze priamka D.J je kolmé na priamku
FK. Na priese¢nik priamok DJ a FK sa postavil Lucko (L). Marek a Robo sa postavili na
polpriamky LD a LF tak, ze plati |4 DRJ| = |9 FM K| = 90°. O stperovi sme sa na poslednt
chvilu dozvedeli, Ze obrana je pre neho neprekonatelna, ak spliia nasledujice podmienky:

a) Trojuholnik LM R je podobny s trojuholnikom LF D;

b) Stvoruholnik JKMR je tetivovy;

c¢) Spojnica stredu usecky MR a bodu L je kolma na priamku DF'.

Overte a dokazte, Ze naSe rozostavenie tvori obranu neprekonatelni pre tim konkuren¢ného se-
minara.

Opravovali: Veronika Kopcova a Feri Kardos Podet riesitelov: 17
RieSenie:

Aby sme si urobili jasno v zadani, nakreslime si K
najskor obrazok. Zo zadania vieme, Ze priamka
K J jerovnobezna s priamkou D F', takze stvor-
uholnik DF'JK je lichobeznik. Z toho dosta-
vame, 7e |[JDFK| = |9FKJ| a |[9FDJ| =
|9 DJK|, pretoze su to striedavé uhly. Lahko
sa d4 nahliadnut, Ze trojuholnik DLFE je po-
dobny s trojuholnikom JLK podla vety uu.
Ozna¢me velkosti uhlov LKJ a LJK ako «
(na obrazku jeden oblucik) a [ (dva obluciky).
Podla zadania priamky D.J a F'K st na seba
kolmé, takze spominané dva trojuholniky s
pravouhlé; naviac plati a + 8 = 90°. D
Po tivodnych pozorovaniach zadania sa skisme pustit do rieSenia samotnej tlohy.
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a) Uloha sa dala riesit viacerymi sposobmi, ukazeme si jeden z nich. Mame dokéazat, Ze trojuholnik
LMR je podobny s trojuholnikom LF'D. Skiisme pouzit vetu sus. Vieme, Ze oba tieto trojuholniky
st pravouhlé, takze maja spolo¢nu velkost jedného uhla. Potrebujeme este overit, Ze zodpovedajice
si strany, ktoré zvieraji pravy uhol, majt dizky v rovnakom pomere. Chceme dokizaf, Ze plati

ILM|  |LF| 0
|LR| — |LD|

Vieme, zZe trojuholnik DLF" je podobny s trojuholnikom JLK a teda pomer prisliachajucich stran je

rovnaky. Z toho dostdvame vztah
|LF| |LK|
e )
|LD| |LJ|

Na vyjadrenie dlzok stran LM a LR v trojuholniku LM R pouzijeme Euklidovu vetu o v§ske. V pra-
vouhlom trojuholniku K M F' velkost vysky LM na preponu K F' plati

|LM|* = |LF|- |LK]; (3)
analogicky v pravouhlom trojuholniku DR.J pre velkost vysky LR plati
ILR|* = |LD| - |LJ]. (4)

Potom vyuzijac vztahy (4), (3) a (2) dostavame

\LM|  [|LM*  [|LF|-|LK|  [|LF| |LK| [|LF| [LF| |LF|
\LR|  \/ |[LR]? \/ |LD|-|LJ| \/|LD| |LJ| \ |LD| |LD| |LD|’

¢o bolo treba dokézat. Kto by to bol tusil, Ze takd jednoduché vec ako Euklidova veta ndm moze
pomoct vyrieSit taka fazka ulohu ako této.

b) Ako dokézat o nejakych Styroch bodoch, Ze lezia na jednej kruznici? Sta¢i napriklad dokazaft, ze
stvoruholnik, ktory vytvaraju, je tetivovy. Ako vSak ukdzat o nejakom Stvoruholniku, Ze je tetivovy?
Jeho protilahlé uhly musia dévat v sacte 180 stupniov. Ind moznost je vyuZif vetu o obvodovom
a stredovom uhle. V nasom pripade stac¢i ukazat, ze uhol, pod ktorym vidime tsecku R.J z bodu M
je rovnako velky, ako uhol, pod ktorym vidime t istt tsecku z bodu K (a uvedomit si, ze body M a K
leZia v tej istej polrovine uréenej bodmi R a J). Inymi slovami, sta¢i ukazat, ze | RM J| = |9 RK J|,
teda dva ,obvodové uhly“ nad tou istou tetivou st zhodné.

Z Casti a) vieme, Ze trojuholniky DLF, JLK a RLM su navzajom podobné. Potom maju pri zod-
povedajucich vrcholoch uhly rovnakej velkosti, a teda |4 DFL| = |[JJKL| = |[JRML| = «, ¢o je
ekvivalentné rovnosti, ktor bolo treba dokézaf. (Uplne rovnako sa da overit, 7e plati | MRK| =
|9 MJK|.) Hmm, tu vlastne nebolo treba ni¢ pocitat, stacilo sa pozrief na obrazok a vyuzit to, ¢o
sme dokézali v predchadzajtcej casti.

c) Stred usecky M R ozna¢me S a prieseénik priamok LS a DF ozna¢me P. Ak chceme ukizat, ze
plati LS | DF, sta¢i vypocitat uhly v trojuholniku DPL a overit, Ze uhol pri vrchole P je pravy.

Trojuholnik M LR je pravouhly, vieme mu preto opisat Talesovu kruZnicu so stredom v bode S
a polomerom |M S| = |RS| = |LS|. Z toho dostéavame, Ze trojuholnik MSL je rovnoramenny, a teda

|9 DLP| = |JSLM| = |3 SML| = |4 RML| = a.

Na druhej strane

|4LDP| = |4 LDF| = 5.

http://seminar.strom.sk
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Potom pre velkost uhla pri vrchole P v trojuholniku DPL plati
|9 DPL| = 180° — (|9 DLP| + |9 LDP|) = 180° — (o + ) = 180° — 90° = 90°,

z ¢oho je jasné, ze spojnica stredu tsecky M R a bodu L je kolma na priamku DF', ¢o bolo treba
dokéazat. Kto by to bol povedal, Ze Talesova kruznica vie byt uzitocna aj inde ako v konstrukénych
ulohéach.

2. Tomas s Kubom uzatvarali stavky, kto ¢o vsetko mozné dokaze. Kubo da Toméasovi 70 prirodze-
nych ¢isel mensich ako 200. Ak Tomas dokéze z nich vybraf dve ¢isla a a b tak, Ze ich rozdiel
bude jedno z ¢isel 4, 5 alebo 9, tak Kubo mu da do ¢aju cukor. V opa¢nom pripade mu da do
¢aju sol. Dokézte, ze Tomas sa vzdy vie vyhnat tomu, Ze by mal vypit slany ¢aj.

Opravovali: Gabriela Vozarikova a Marek Dernar Podet riesitelov: 27
RieSenie:

To, Ze sa Tomas stéle dokdZze vyhnut trestu znamend, Ze pri lubovolnom vybere 70 ¢isel mensich
ako 200 existuje medzi nimi dvojica ¢isel a a b taka, ze ich rozdiel je 4, 5 alebo 9. Pokiisme sa to
dokézat sporom. Predpokladajme teda, ze vieme vybraf 70 ¢isel mensich ako 200 takych, Ze medzi
nimi neexistuje dvojica a a b zo zadania.

Zac¢nime jednoduchg$ou tlohou. Zistime, kolko najviac ¢isel menSich ako 14 moZno vybrat tak, aby
medzi nimi neexistovala dvojica ¢isel a a b spliiajica vlastnost zo zadania. Rozdelme si ¢isla mengie
ako 14 do niekolkych skupin, a to takych, aby rozdiel Tubovolnych dvoch ¢isel v jednej skupine bol
4, 5 alebo 9 (teda Tubovolné dve ¢isla v ramci skupiny spliiaji podmienku pre a a b). Skupiny moézu
vyzeraf napriklad takto:

Sy ={1,5,10}
Sy = {2,6,11}
Sy = {3,7,12}
Sy = {4,8,13}

V tychto mnozindch mam zahrnuté vsSetky cisla mensie ako 14, okrem cisla 9. Rozoberieme si teda
dve moznosti:

1. Cislo 9 nevyberiem. Potom mi mnoziny S; az S, zahfiiaji vietky ¢isla, z ktorych moZeme vyberat.
Kolko najviac ¢isel mdézeme vybrat, aby medzi nimi neexistovala dvojica s rozdielom 4, 5 alebo 97
Najviac $tyri, lebo pri vybere pit a viac ¢isel vieme s istotou povedat, ze aspon dve (oznacime ich
a a b) budu z tej istej mnoziny. Z toho, ako sme mnoziny definovali potom ale vyplyva, ze rozdiel
tychto cisel a a b je 4, 5 alebo 9, teda takyto vyber je uz nevhodny.

2. Cislo 9 vyberiem. Potom ale viem, Ze nemozem vybraf ani ¢isla 4, 5 a 13. Zvy$né &isla, ktoré
ostand na vyber si mozem rozdelit do mnozin:

S, = {1,6,10}
Sy = {2,7,11}
Sy = {3,8,12}

Z tohto rozdelenia je zrejmé, Ze teraz moéZzem vybrat maximélne tri dalsie ¢isla. Teda spolu s 9 mozem
aj v tomto pripade vybraf najviac $tyri ¢isla tak, aby tento vyber spliial podmienky.

Teraz sme k rieSeniu uz len krocik. To, ¢o sme urobili s ¢islami od 1 do 13 (rozdelenie do vhodnych
mnozin) by sme mohli analogicky zopakovat pre Tubovolnti 13-ticu po sebe iducich ¢isel. Rozdelme
¢isla od 1 do 199 na casti od 1 do 13, od 14 do 26, od 27 do 39,...0d 183 do 195, od 196 do 208
(presnejsie od 196 do 199). Z kazdej 13-tice modZem zobrat maximélne Styri ¢isla. Pocet 13-tic je
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208/13 = 16, teda spolu spomedzi ¢isel od 1 do 207 mozem vybrat maximalne 16 -4 = 64 ¢isel spliia-
jucich podmienku. To je ale spor s nasim predpokladom, Ze ich je mozné vybrat 70. Negacia neplati,
teda plati povodné tvrdenie: Pri lubovolnom vybere 70 ¢isel (my sme dokazali silnejsie tvrdenie pre
Tubovolny vyber 65 ¢isel) mensich ako 200 (my sme dokézali, Ze dokonca mensich ako 209) vzdy
existuje medzi vybratymi ¢islami dvojica ¢isel s rozdielom 4, 5 alebo 9. Tomas teda pre tentokrat pit
slany ¢aj nemusi :).

Iné riesenie (inspirované riesenim Martina Bachratého):

Opit vyuzijeme dokaz sporom. Predpokladajme teda, Ze existuje vyber 70 ¢isel mensich ako 200
taky, ze Tomas musi pit slany ¢aj. Usporiadajme si ¢isla tohto vyberu od najmensieho po najvacsi.
Spocitajme kolko je ¢isel, ktoré tieto vybraté ¢isla vyluéuju a su od nich vidsie (¢ize ¢isla tvaru z+4,
x + 5 alebo x 4+ 9, ak x je vybraté).

To znamena, Ze v nasej usporiadanej postupnosti vybratych ¢isel budeme postupne odoberat ¢isla x,
zapocitame ich a spolu s nimi aj tie ¢isla z mnoziny {z + 4,z + 5, x + 9}, ktoré sme este nezapocitali
v predchadzajicich krokoch. Dokazeme, ze s kazdym cislom x zapocitame aspon dve c¢isla. Jednym
z nich je isto x + 9. Toto ¢islo by teoreticky mohlo odstranit ¢islo x +4 alebo x + 5, no obe tieto ¢isla
su vicsie ako x. Teda ak by aj boli medzi vybratymi, tak by na rad prisli az neskor, teda z + 9 sa
zapocita pri spracovavani ¢isla x.

Dalsim ¢&islom, ktoré sa zapocita pri ¢isle z je x + 5. Cisla, ktoré by ho mohli tiez odstranit st x + 1
(no to je viiésie ako x) a ¢islo © —4. No ak by x —4 bolo tiez medzi vybratymi, tak by tam ¢islo x byt
nemohlo, lebo davaju rozdiel 4. Teda jednym dolezitym vystupom z tejto itvahy je, Ze pri spracovani
kazdého cisla zapocitame aspoil 2 dalsie (odstranené) disla.

Teda po spracovani vSetkych 70 ¢isel dostaneme aspon 70 - 3 = 210 ¢isel. Vyberané ¢isla vsak boli
mensie ako 200, najvic¢sie odstranené ¢islo teda mohlo byt 199+ 9 = 208. To znamen4, Ze spocitanim
v8etkych vybratych éisel spolu s ich odstrdnenymi ¢islami (bez opakovania ¢isel) sme mohla dostat
tiez maximalne 208 ¢isel, 210 > 208 dostavame teda spor a plati pévodné tvrdenie. Tomas sa stale
dokéze vyhnuit pitiu slaného ¢aju.

Komentdr: Vicsina z vas §la na tilohu dobre, vsimli ste si ,,cyklus“ dlzky 13, odpozorovali Ze je v fiom
maximalny pocet vybratych ¢isel 4. AvSak vic¢sina pri tomto pozorovani aj ostala, resp. snazila sa
hladat optimalny spdsob vyberu ¢isel spomedzi tej 13-tice, avSak bez dokazu. Za to museli ist bodiky
dole.

3. Katka ma rada prvocisla. Stale sa s nimi hra a experimentuje. Naposledy jej David zadal, aby
nasla vsetky také prirodzené cisla n a p, ze ¢isla p, p + 2, 2" + p a 2" + p + 2 budua prvocisla.
Katke sa to nedarilo, a tak vypisala sttaz, ze kazdému kto najde vSetky da pusu. Chcete byt
medzi nimi aj vy? Tak najdite vSetky také n a p.

Opravovali: Miska Vrbjarova a Feri Kardos Pocet riesitelov: 25
Riesenie:

V prvej Gasti rieSenia vyuzijeme fakt, Ze okrem ¢isel 2 a 3 je mozné kazdé prvocislo zapisat v tvare
6k 4 1 alebo 6k + 5.

Preco je to tak? Vieme, ze kazdé prirodzené ¢islo dava po deleni Siestimi zvysok 0, 1, 2, 3, 4 alebo 5,
a teda sa d4 zapisaf v jednom z tvarov 6k, 6k+1, 6k+2, 6k+3, 6k +4 alebo 6k+5, kde k € N,. Cisla
tvaru 6k, 6k + 2, 6k + 4 st delitelné ¢islom 2, a preto nemozu byt prvocislami (az na jednu vynimku,
a to ¢islo 2). Takisto ¢isla tvaru 6k + 3 s delitelné ¢islom 3, a preto nemozu byt prvocislami (az na
¢islo 3). Prvodislami roznymi od 2 a 3 preto mézu byt len ¢isla tvaru 6k + 1 a 6k + 5.

KedZe p mé byt prvodcislo, mame tieto moznosti: bud je p tvaru 6k + 1, alebo je tvaru 6k + 5, alebo
p =2 alebo p = 3.

Ak p =6k + 1, tak p+ 2 = 6k + 3 = 3(2k + 1). Toto ¢islo je urcite delitelné 3, no jediné prvocislo
delitelné troma je 3. Teda p + 2 = 3, ale potom p = 1, ¢o nie je prvocislo. Tato moznost nevedie
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k rieseniu.
Ak p=6k+5takp+2=6k+7=6k+6+1=06(k+1)+ 1, ¢ize toto ¢islo modze byt prvocislom.
Pozrime sa na &sla p 4+ 2" a p + 2" + 2. Ak ozna¢ime ¢ = p+ 27, tak p+ 2" + 2 = ¢ + 2. Cisla ¢
a ¢ + 2 su oCividne vicsie ako p, nemozu sa teda rovnat 2 ani 3. Ak maju ¢ aj ¢ + 2 byt prvodisla,
tak musia byt jedného z tvarov 6k’ + 1 a 6k’ + 5.
Ak ¢ = 6k + 1, tak ¢ + 2 = 6k’ + 3, a teda nemoze byt prvocislom. Preto ¢islo ¢ je tvaru 6&" + 5.
Potom plati
6 +5=q=p+2"=6k+5+2"
6k = 6k + 2"
2" = 6k" — 6k = 6(k' — k)

To v8ak znamend, Ze Cislo 2" je delitelné 6-mi, a teda je (okrem iného) delitelné aj 3-mi. No v jeho
rozklade na stc¢in prvocisel sa ziadna trojka nenachadza, tvoria ho samé dvojky. Teda ani pre ¢isla p
tvaru 6k 4 5 nedostavame ziadne riesenie.

Ak p = 2, tak p + 2 = 4, ¢o nie je prvodislo, takZze ani tato moznost nevyhovuje.

Ostéva nam teda jedind moznost, a to p = 3. Ak p = 3, tak p+ 2 = 5, ¢o by sedelo. Teraz este treba
najst také n, pre ktoré ¢isla 3+ 2" a 5+ 2" s prvocisla. Skiisme sa pozrief na hodnoty vyrazov 3+ 2"
a b+ 2" pre najmensie mozné hodnoty ¢isla n.

| n 123|456 7][8]9] 10|11 |12 |

3+2° [ 57| 11] 19 | 35 |67 131 | 259 | 515 | 1027 | 2051 | 4099
delitel | 5 | 7 5,7 7 | 5 7

5+2° [ 79[ 13] 21 | 37 [ 69| 133 | 261 | 517 | 1029 | 2053 | 4101
delitel || 7 | 3 3,7 31 7 | 3 3,7 3

Pre n = 1, resp. n = 3 dostavame dvojicu prvocisel 5 a 7, resp. 11 a 13. Uloha mé preto asponi dve
rieSenia. Existuju vSak ak nejaké dalsie? Vyzera to tak, ze pre ostatné ¢isla n vzdy aspon jedno z Cisel
342" a b+ 2" je zlozené, je totiz delitelné niektorym z prvocisel 3, 5 a 7. Ak sa pozrieme bliZSie na
to, akym prvocislom je to-ktoré ¢islo delitelné, mdzeme si vSimnif hned niekolko zaujimavych veci:
Ak n je parne, ¢islo 5 + 2™ vyzerd podla tabulky vzdy byt delitelné 3-mi. Je to naozaj tak? Skiisme
toto pozorovanie dokézat indukciou: Pre n = 2 je ¢islo 5 + 2" rovné 9, takze tromi delitelné ocividne
je. Ak pre nejaké n je ¢islo 5 4+ 2" delitelné tromi, tak 5 4+ 2" = 3m pre vhodné m € N. Potom pre
nasledujtce parne cislo n + 2 plati

5422 =544.2"=5+4-(2"+5—5) =5+4-(3m—5) =5+ 12m — 20 = 12m — 15 = 3(4m — 5),

takZe aj ¢islo 5 + 2"*2 je delitelné tromi, ¢o bolo treba dokézaf. Iny dokaz tvrdenia, Ze pre kaZzdé
parne ¢islo n je ¢islo 5 4+ 2" delitelné 3-mi, je nasledovny: Nech n = 2k. Potom

542" =542 =54+4F =54+ 3+ 1)~

Ak umocnime vyraz (3 + 1)¥ podla binomickej vety, vietky ¢leny okrem posledného (rovného 1%)
budt delitelné tromi; &slo 5 + (3 + 1)* bude teda po deleni tromi davat rovnaky zvysok ako ¢islo
5+ 1 =6, ¢ize 0. Skiimané ¢islo teda je delitelné tromi.

Analogicky vieme dokazat eSte tri pozorovania (skuste si to samil):

o Ak n =4k + 1, tak ¢islo 3 + 2" je delitelné 5-mi.
e Ak n =3k + 1, tak ¢islo 5 + 2" je delitelné 7-mi.

o Ak n =3k + 2, tak ¢islo 3 + 2" je delitelné 7-mi.

strom@strom. sk
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Vyluéili sme takto vsetky cisla n > 3, alebo ma tento postup nejaké medzery? Pre ktoré hodnoty n
nie je ani jedno z cisel 3 + 2" a 5 + 2" delitelné ani 3-mi, ani 5-mi, ani 7-mi? Inymi slovami, ktoré
prirodzené ¢isla n sa nedaju napisat v tvare 2k, 4k + 1, 3k 4+ 1 ani 3k + 27 KedZe delitelnost 5-mi sa
opakuje s periédou 4 a delitelnost 3-mi sa opakuje s periédou 3, tak ich kombinacie sa buda opakovat
s periddou 12. Rozoberme preto jednotlivé moznosti aky zvySok moze davat ¢islo n po delené 12-mi:

n 12/ 120+1 [ 12042 | 1204+ 3 | 12044 | 12045
je tvaru 2k 4k +1 2k ? 2k 4k +1

n 120+6 | 120+7 | 12048 | 12049 | 120410 | 120+ 11
je tvaru 2k 3k+1 2k 4k + 1 2k 3k +2

Vidime, Ze jediny otvoreny pripad s ¢isla tvaru 12¢ + 3. Pre £ = 0 dostdvame &isla 3 + 23 = 11
a b+ 23 =13, pre £ = 1 dostavame &isla 3 + 21 = 32771 a 5 + 2% = 32773. Prvé z nich je prvodislo,
ale druhé vieme rozlozit na sucin: 32773 = 13 - 2521. T4 trinastka, to nemoze byt nahoda!

Skuisme preto dokézat, ze ak n = 12(+ 3, tak ¢islo 542" je delitelné 13-mi. Pre { = 0 a ¢ = 1 tvrdenie
zrejme plati. Predpokladajme, Ze plati pre nejaké ¢ > 1 a skiisme overif, Ze plati aj pre £ + 1: Nech
5 + 21243 — 13m. Potom

5 + 212(€+1)+3 — 5 + 212[-‘,—12—}—3 — 5 + 212—}—(12[-{-3) — 5 _I_ 212 . 212[-{-3 — 5 _I_ 212 . (13m . 5) —
=5+22.13m —2%.5=13-2"%2.m +5— 20480 = 13 - 2" - m — 20475 = 13 - (4096m — 1575),

¢o bolo treba dokézat. Cislo 5 4 2" je pre n = 12¢ + 3 delitelné 13-mi, a teda pre n > 4 je vzdy as-
poil jedno z &isel 342" a 542" zloZené. Uloha ma preto len dve rieSenia: p =3an=1;p=3an = 3.

Iné riesenie.

Rovnako ako v prvom rieseni (pomocou delitelnosti 3-mi, resp. 6-mi) dokdZeme, Ze p musi byt rovné 3.
Druhé cast rieSenia sleduje t1 istt liniu, na zapis jednotlivych myslienok sa ale pouzivaji kongruencie.
Podla Malej Fermatovej vety plati 22 = 1 (mod 3). Preto

5+2% =54 (22)*=24+1"=3=1 (mod 3),

takze pre n = 2k je ¢islo 5+ 2" delitelné 3-mi, takze to je zlozené ¢islo (aZ na ¢islo 3, ¢o vSak nemdze
nastat). Podobne z Malej Fermatovej vety dostavame, Ze plati 22 = 1 (mod 5). Potom

3+2% =342 (20 =3+2-1"=5=0 (mod 5),

takze pre n = 4k + 1 je ¢islo 3 + 2™ delitelné 5-mi, takze je to zloZené ¢islo (az na ¢éislo 5 pre n = 1).
Podobne 26 =1 (mod 7), a teda

5420 =542 (2% =542.1"=7=0 (mod 7)

342005 =34 95, (20F=3+432.1"=35=0 (mod 7),

takze pre n = 6k + 1 je ¢islo 5+ 2™ a pre n = 6k + 5 je ¢islo 3 + 2" delitelné 7-mi, takZe je to zloZené
¢islo (az na ¢islo 7 pre n = 1). Napokon 2'2 =1 (mod 13), a teda

52128 5493 (22 =548.1F=13=0 (mod 13),

takze pre n = 12k + 3 je ¢islo 5 4+ 2" delitelné 13-mi, takze je to zlozené ¢islo (aZ na ¢islo 13 pre
n=3).

Analyzou zvySkov po deleni 12-mi dostdvame, Ze obe ¢isla 3 + 2™ a 5 + 2" mozu byt prvocislami len
pre n =1 alebo n = 3.

http://seminar.strom.sk
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4. Kazdé pekné dievca, ktoré v poslednom obdobi Tomas a Vlado stretli, ospevovalo filmy s pira-
tom Jackom Sparrowom a pritom si ich vobec nevsimalo. Tak sa Tomas s Vladom jedného dna
rozhodli, Ze sa z nich stant pirati. Obidvaja si postavili lode a spravili si preteky na mori (ktoré
povazujeme za rovinu). Vietor bol cely deti staly, teda obidve lode sa stéle pohybovali rovnakou
rychlostou a obidve stéle udrzovali svoj smer. O 9:00 boli od seba lode vzdialené 20 km, o 9:35
15 km a 0 9:55 to bolo 13 km. Pre ich budtcu piratsku kariéru bolo najdolezitejsie zistit, kedy je
najlepsi moment pre strelbu z kanénov. Viete pre nich zistit, kedy boli ich lode k sebe najblizsie
a kolko km boli vzdialené?

Opravovali: Jakub Sedlak a Marek Dernar Pocet riesitelov: 15
RieSenie:

Uloha sa d4 riesit mnohymi spésobmi. Zalezi len na jej interpretacii. Nam sa najviac paci fyzikalna
myslienka o relativite pohybu. Ako vieme, pohyb nie je absoliutny (nezévisly). Ak hovorime o pohybe,
musi byt jasné, ¢o sa pohybuje vzhladom k ¢omu.

P V tejto tlohe budeme uvazovat po-

hyb jednej lode vzhladom k tej druhe;j.
Uvazujme teda naSu vlastni vzfazni
sustavu, kde sa TomdaSova lod pohy-
buje rychlostou v (km - min~') vzhla-
dom k Vladovej lodi po priamke p.
Vladova lod sa v tejto ststave nepo-

hybuje.
Oznacme si ¢as 9:00 ako ¢y, a vzdia-
. 35v km P lenost lodi v tomto Case ly, ¢as 9:35

to =0 min 1 =35min  #; =55 min to ako t1 a vzdialenost [, ¢as 9:55 ako t,

a vzdialenost [ a Cas, kedy st lode k sebe najblizsie, ako t, a prislusni vzdialenost lodi [,.

Vyzera to tak, Ze v danej situécii by sa dala pekne vyuzif Pytagorova veta. Na to v8ak musia byt
dlzky vSetkjch stran dangch trojuholnikov popisané rovnakymi jednotkami. Kedze sa ale Tomésova
lod pohybuje v nasej ststave istou rychlostou v, vieme si vzdialenost, ktort Tomé&sova lod vodi
Vladovej prejde vyjadrit pomocou tejto rychlosti. Vieme, ze rychlost v = 3 (drdha za cas), a preto
si dané vzdialenosti mozeme vyjadrit ako prislusny cas krat rychlost ¢ - v.

Z pravouhlych trojuholnikov si podla Pytagorovej vety zostavime 3 rovnice.

[(ty —to) 0>+ 12 =13 [(t, — 55) - v]? + 12 = 132
(te —t) WP+ 12 =1 = [(t, —35) o]’ + 12 = 157
[(ty —to) - v]* + 12 =13 (te -v)? + 12 = 20°

Zostava uz len vyriesif ststavu tychto troch rovnic o troch neznamych. Napriklad takto:
Odcitajme prva rovnicu od druhej a potom druht od tretej. Dostavame

v? - [(ty — 35)% — (t, — 55)%] = 15% — 132
v? - [t2 — (t, — 35)%] = 20 — 15°.

Upravme a vynasobme prva rovnicu 7 a druha 4,

v? - (40t, — 1800) =56 /-7 . v? - (280t, — 12600) = 392
v? - (T0t, — 1225) =175 /-4 v? - (280t, — 4900) = 700.

Teraz odc¢itajme prvia rovnicu od druhej,
9 1
77000° = 308 — v = 5

strom@strom. sk
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Dosadme v do niektorej rovnice, kde je len v a t,,
1
% (40t, — 1800) = 56 = t, = 80.

Dosadme v a t, do niektorej z péovodnych rovnic,
1\2
(80-5) +12=20 = [, =12.

Vypoditali sme, ze Tomésova a Vladova lod boli k sebe najblizsie 80 min po deviatej, teda o 10:20
a ich vzdialenost bola 12 km.

Fyzikalna tvaha o relativite pohybu, ktora bola pouzita v tomto rieSeni, vSak nie je vobec trivialna.
Preto teraz naznac¢ime, ako sa dala tloha riesit aj bez jej pouZitia.

Iné riesenie:

Nasledujtce riesenie je zalozené na poznatkoch z analytickej geometrie.

Umiestnime si Vlada a Tomasa do stradnicovej stustavy tak, ze v ¢ase 9:00 (pre nas to bude cas
t = 0) bol Vlado v bode [0,0] a Tomas v bode [0,20]. Vektory ich rychlosti si ozna¢me ako (p, q)
a (r,s). Potom v ¢ase t budt maft ich lode stradnice [pt, gt] a [rt, st + 20], teda ich vzdialenost je

I =/(pt — qt)? + (rt — st — 20)2,

I? = (pt —rt)® + (qt — st — 20)%

po uprave
2= (p*+ ¢+ 12+ s> — 2pr — 2¢s) - £2 + (40s — 40q) - £ + 400.

Vsimnime si, Ze ziskany vztah napadne pripomina kvadratickii funkciu. Naozaj, ak teraz zvolime
substitiiciu a = p? + ¢® + r? + s* — 2pr — 2q¢s a taktiez b = 40s — 40q, tak dostaneme

12 = at? + bt + 400.

Po dosadeni hodnot v ¢asoch 9:35 a 9:55 (pre nas si to ¢asy t = 35 a t = 55) dostaneme 2 linedrne

rovnice, ktorych korene st a = %, b= —%. (Uplne spréavne rieSenie by v8ak malo obsahovat aj postup
rieSenia tejto stustavy!) Vyjadrili sme si teda vzdialenost Vladovej a Tomésovej lode ako funkciu ¢asu
1 32
P=f(t)=—-t*— =t +400.

Chceme najst ¢as, kedy boli lode k sebe najblizsie, inak povedané, hfaddme minimum funkcie f(¢).
Téato funkcia je vSak kvadratickd, ¢ize jej grafom je parabola (v nasom pripade oto¢end nahor) a my
vlastne chceme najst stiradnice jej vrchola. To sme sa v8ak uz urcite ucili na strednej kole. Bud ho
mézeme najst dopliianim na tGplny Stvorec

1 32 1 1
P=ft)=— t— = -t+400 = — - (t* — 160t + 6400 — 6400) + 400 = — - (t — 80)* + 144
alebo pomocou vzorca, ze vrchol mé stradnice [;—;, c— %] (v nasom pripade je a = %, b = —%,

¢ = 400). Takto zistime, Ze minimalna vzdialenost je pre ¢t = 80, teda o 10:20, a je to v/144 = 12 km.

Podstatou tohoto rieSenia bolo objavit vztah
> = f(t) = at®> + bt +c.
a vyjadrit si funkciu f. Existuje viacero méznych sposobov, ako sa da k tomuto vztahu dospiet.

Skuste sami objavit niektory z nich, ktory vobec nevyuziva analyticki geometriu.
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Konec¢né poradie Letného semestra 33. roc¢nika
P. Meno a priezvisko Trieda Skola 1. 2. 3. 4.11. 2. 3. 4 |H|CS
1. Martin Vodicka Kvarta | GAlggKE |9 9 9 8|19 9 9 81|88
2. Jana Baranova Septima | GAleJKE |9 9 8 719 9 9 3480
2. Martin Bachraty 3.B GOkruZA |9 9 9 8|9 9 9 -1|2]80
4. Rébert Téth Septima | GAIlggKE |5 9 9 419 9 9 9|1 |77
5. Marek Kukan 3.B GGressBA |9 9 9 8|19 - 9 -]1]62
5. Kléara Fickova 1. A GPotKE |8 9 6 3|9 - 9 - |1]|62
7. Adam Midlik 7. A GMudrPO | - 9 9 -|- 6 9 8]2]59
8. Toméas Babej 2. A GPostKE |9 - 2 6|- 6 9 8|2 |54
9. David Hvizdos 2. A GPostKE |9 - 9 7|- 5 - 81|52
10. Radovan Hnatic¢ 1. A GPostKE | - 2 2 5|4 5 8 8| 0|47
11. Monika Zlaczka 2. A GPoStKE |9 2 5 6|- 5 5 3|0/ 46
12. Monika Valkova Septima | GAlggKE (9 - 9 7] - 6 4 - |2/ 42
13. Ivana Solarikova Septima | GAlggKE [ 8 9 9 6| - - - - ]1]40
14. Ladislav Baco 3. A GPostKE |7 9 9 7|- - - -1]11/39
14. Matej Vecerik Sexta A | GTep]BA | - - 9 6|- - 5 82|39
16. Sona Galovicova 1.B GOkruZA |9 - - -9 - - -]0]|36
16. Petra Zibrinova 2.D GMudrPO |2 - 3 6|5 5 6 1]0]36
18. | Miroslava Vaskova 2.D GMudrPO | - 2 3 5|5 5 5 1]0] 34
19. Matus Stehlik Sexta GAlggKE | - - 9 3|- 5 - 80|33
20. Viktor Szabados 2.B GGrosBA |2 - 6 4|- 6 4 -10130
20. Denisa Muthova 2. A GRuziZA | 2 2 2|5 1 5 -/10/30
22. Ivana Gaskova Kvinta | GAlegjKE | 6 2 2|- 5 1 -/[0]27
23. | Andrea Gorcsosova | Septima | GAlggKE |9 - - - |5 5 - 3]0/ 25
23. Daniel Till 1. A GPostKE | - 0 3 -3 6 4 - |0/|25
25. Jakub Kires 1. A GPostKE | - - 3 - 6 2 -10/|23
26. Kristina Fagulova 1. A GPostKE |4 0 - -1 5 3 -0/ 22
27. Peter Milosovi¢ 2. A GPostKE | - - - -19 5 1 0]0]20
28. | Katarina Révészova 2. A GPostKE |7 - 2 5|- - - -10/19
29. Sven Relovsky 1. A GPostKE |1 7 1 2|- - - -1]10]|18
30. Ladislav Hovan 2. A GExndKE | - - 9 4| - - - - 10|17
31. Jozef Lami 1. A GPostKE | - 0 1 2|- 3 4 -1]0/|16
32. Michal Anderle Sexta GHaliLC |2 - - 5|- 6 - =-10]15
32. Viktor Popovi¢ Septima | GMudrPO | - - - - |- 5 3 40|15
34. | Alzbeta Bohinikova Sexta | GGrosBA | - - 3 2|0 5 1 - |0 14
35. Miloslav Homer 1. A GPostKE | - 0 1 3|- 2 - -]10]|11
36. Josef Tkadlec R8. A | GJKPraha | 9 - - - | - - - 1119
37. Jakub Salagovi¢ Kvinta | GAlegjKE | - 0 3 2 |- - - -10] 8
38. | Alexandra Pistrakova 1. A GPostKE | - 1 2 - - - -10/|5
39. | Nikola Daubnerova 2.C GKomeSY |- - - -|1 1 1 -|0] 4
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Pohar konstruktérov Letného semestra 33. ro¢nika

P. Skratka Skola P.r. | Body
1. | GPostKE Gymnéazium Postova 9 042 52 Kosice 15 | 459
2. | GAlgjKE Gymnéazium Alejova 1 041 49 Kosice 9 420
3. | GMudrPO | Gymnézium J. A. Raymana Mudronova 20 080 01 Presov | 4 144
4. | GOkruZA Gymnézium Velka okruzna 22 011 09 Zilina, 2 | 116
5. | GGrosBA Gymnézium Grosslingova 18 811 09 Bratislava 1 3 106
6. | GTeplBA Gymnéazium Teplicka 7 831 02 Bratislava 3 1 39
7. | GRuziZA Gymnézium bilingvalne T. Ruzicku 3 010 01 Zilina 1 30
8. | GExnaKE Gymnéazium Exnarova 10 040 22 Kosice 1 17
9. | GHalLC Gymnézium Hali¢ska cesta 9 984 03 Lucenec 1 15
10. | GJKPraha Gymnézium Jana Keplera Parlérova 2 169 00 Praha 6 1 9
11. | GKomeSY | Gymnézium bilingvalne Komenského 215 038 52 Sucany 1 4

Za podporu a spolupriacu dakujeme

e Jednote slovenskych matematikov a fyzikov, pobocka Kosice
e Prirodovedeckej fakulte UPJS v Kogiciach
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