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Uvod

Funkcionalne rovnice st na strednych gkoldch malo znamym pojmom. Dost Casto sa vSak nejaké
tiloha z tejto oblasti ocitne v matematickej olympidde v kategérii A. Studenti, ktori podobné tilohy
nikdy neriesili, s nimi maju zvicSa problémy. Ide totiz o tlohy dost zlozité, a preto bez poriadneho
vysvetlenia, ¢o vlastne funkciondlna rovnica je a ako sa riesi, majui len mald Sancu s nimi nieco
spravit.

Co je to funkcionilna rovnica?

Najlepsie bude vysvetlit si to na konkrétnom priklade.Vezmime si napriklad nasledovné zadanie:
Néjdite vsetky funkcie f: R — R také, ze pre vSetky redlne Cisla x, y plati f(x +y) = = + f(y).

UZ samo zadanie poukazuje na urcity rozdiel oproti ,obycajnym“ rovniciam. NaSou ulohou totiz
nebude najst nejaké konkrétne ¢islo alebo viac ¢isel, ¢i interval. Budeme hladaf funkcie, pricom
rieenim budt len tie, ktoré spliiaji dant rovnicu pre vsetky hodnoty kvantifikovanych premennych
x a y. Prave s tymito kvantifikdtormi maji studenti problémy. St zvyknuti na obyc¢ajné rovnice a
nevedia si predstavit, ¢o znamend najst funkciu s takouto vlastnostou. Namiesto toho sktisaju hladat
akési hodnoty z a y alebo najdu funkciu, ktora splita dané podmienky len pre niekolko konkrétnych
hodnét z, y.

Ako sa riesi funkcionalna rovnica?

Toto je tazsia otazka. Univerzalny sposob rieSenia totiz neexistuje. Najsilnejsia zbraii, ktorit mame v
rukéch, je to, ze hladana funkcia spliia danti rovnost pre vsetky hodnoty premennych z jej defini¢ného
oboru. Preto mozeme funkcionalnu rovnicu riesit tak, Ze skisime za x a y dosadzat konkrétne hodnoty
alebo vyrazy. Takto odvodime nutné podmienky, ktoré musi hladana funkcia spliat. V pripade, Ze
sme uspesni, to dostatocne zredukuje mnozinu funkcii, ktoré prichadzaji do tvahy ako riesenia.
Tieto funkcie nakoniec vysktusame, aby sme overili, ¢i odvodené nutné podmienky si aj postacujice.
(Napriklad ked vieme, Ze hladané funkcia f je linedrna, staci dosadit f(x) = ax + b do skimanej
rovnice a zistit, pre ktoré a, b je tato funkcia rieSenim.) Na to, aby sme vopred vedeli ur¢it, ¢o ndm
pomodze a Co nie, potrebujeme znac¢ni prax, preto sa na zaciatku netreba batf sktsat. V rieSenych
prikladoch st uvedené niektoré ¢asté dosadenia. Po ich osvojeni budeme schopni vyriesit mnohé tlohy
a ziskame urcity ,,cit* pre to, ¢o sa nam kedy moze hodit.

Ako vyriesime rovnicu f(z+y) =z + f(y)?

Na zaciatok sa oplati dosadif za jednu alebo obe premenné nulu. Pri tych jednoduchsich prikladoch
tym mozeme ziskat rovno rieSenie, pri tych zlozitejsich aspon nejaké ¢iastocné informécie, ktoré nadm
neskor mozu pomoct. Dosadenim = = y = 0 dostaneme f(0) = f(0). Z toho velmi mudrejsi nie sme,
tak skusajme dalej. MoZeme si vS§imnut, Zze dosadenim x = 0 sa tiez ni¢ nové nedozvieme, tak teda
nech y = 0 a dostaneme f(z +0) =z + f(0), teda f(x) = x + f(0). Teraz si treba uz len uvedomit,
¢o sme dostali. Co je to vlastne f(0)? Je to funkénd hodnota nejakej konkrétnej funkcie f v bode 0,
takze to bude pre dant funkciu konstanta. Oznac¢me ju c. A dostali sme sa do findlnej fazy riesenia
nasej rovnice. Vieme totiz, ze hladana funkcia bude linedrna v tvare f(z) = x + c¢. Uz len zistit, aka
hodnotu moze nadobtudat nase ¢. Dosadenim do povodnej rovnice dostaneme

fla+y)=(+y)tec=r+(y+c)=x+ f(y)

Ako vidime, funkcia f(z) = x + ¢ je rieSenim nasej funkcionélnej rovnice pre akikolvek hodnotu c.



Co robi studentom najviésie problémy?

Aj po pochopeni toho, ¢o si vlastne treba predstavit pod pojmom funkciondlna rovnica a rieSenie
funkcionélnej rovnice, zvykne samostatné rieSenie prikladov robif Studentom problémy. Urcite im
treba pripomentt, Ze viicsina tuprav, ktoré pri rieseni funkcionalnych rovnic urobime, s dosledkové a
nie ekvivalentné tpravy. Naozaj: ak nejaka funkcia spliia dant rovnicu pre vsetky hodnoty premen-
nych, tak ju spliia, aj ked tam za niektoré premenné dosadime nejaké konkrétne hodnoty. Naopak
to viak uZ platit nemusi, a teda nesmieme zabudntt urobif skigku spravnosti. Dalej si treba davat
pozor na to, ako sme si oznacili konstantu a ako premennt. Pri fazsich tlohéach sa totiz moze stat,
7e dospejeme k poznatku, Ze Ik € R také, 7e napr. f(k) = k% To vsak eSte neznamena, Ze f(z) = 22
je riesenim danej rovnice. Toto je len jedna zo zaludnosti, s ktorymi sa mozeme pri funkcionalnych
rovniciach stretnit; niekolko dalsich uvidime pri tlohdch uvedenych v tomto texte.

Rady na zaver

Priklady st zoradené podla odhadovanej obtiaznosti. V rieSeniach sa ¢asto odvoldvame na metédu
pouziti v niektorej z predoslych tloh, preto odporiuc¢ame pri rieSeni dodrzat toto poradie. V nie-
ktorych z nich st zo Styroch vyriesené povedzme len dva. Je to preto, Ze postup pri ostatnych je
analogicky a podla uvedenych rieSeni predoslych tloh ich citatel Tahko vyriesi sém. Prednéska je pre
studentov, ktori sa s funkcionalnymi rovnicami este nestretli, preto prvé priklady st nie st zlozité
a slizia na precvicenie jednoduchych dosadeni. Priklady 5., 6. a 7. vyzaduju zlozitejsie dosadenia a
priklad 8. eSte aj trochu fazgie tvahy.



Priklady

. Najdite vSetky funkcie f: R — R také, ze pre vsetky realne ¢isla z, y plati

a)

r+y)+2f(x —y) —4f(x) + 2f(y) = 3y* — 22 — 22y + xy*.

[z +y)
b) f(zr+y)+ flx —y) =2+ 2.
) flz+y)—2f(zy) —3f(z) + (22° = 1) f(y) = 2x(zy — 1) — 5.
d) flz+y)+ fle—y) = f(z)+6zy/fy) + 2°.
e) fle+y)+2f(x—y)+ f(z) +2f(y) =4z +y.

. N4jdite vSetky funkcie f: R — R také, ze pre vSetky redlne ¢isla z, y plati f(z+vy) = f(y)-a”,
kde a je kladné reélne ¢islo a navysSe plati a # 1.

. Ukézte, ze nasledujice funkcionalne rovnice nebudu platit pre Zziadne f: R — R.

a) flx+y)+ flx—y) - f(x) = fly) + 2 -9
b) f(x)+ f(—y) =2* —y?

. Najdite vSetky funkcie f: R — R také, ze pre vsetky redlne ¢isla z, y plati

a) f(z+y) —2f(z—y)+ f(x) —2f(y) =y — 2.
b) flo+y) —3f(x—y) = 2(f()+1——2)—2f()+y(4:v—y)-
¢) flz+y)+2f(x —y) =3f(x) -

. Najdite vsetky prosté funkcie f : R — R také, ze pre vSetky redlne cisla x, y plati
flaf(y) +9*) + flz+y) = flo —y) + fy* + (F(9))*)-

. Najdite vsetky funkcie f: R — R také, ze pre vsetky realne cisla x, y plati

f@® =) + flx +2y) = f(2® + 2y +y°) + 3w

. Néjdite vsetky funkcie f: R — R také, ze pre vsetky realne cisla x, y plati

fla® + 3y + xy) = f(ay) + 3f(y) +2*.

. Najdite vSetky funkcie f: R — R také, ze pre vsetky realne ¢isla z, y, z plati

fly+z2f(x)) = fy) +2f(2).



Riesenia

1. Najdite vSetky funkcie f: R — R také, ze pre vSetky realne cisla x, y plati

a) flx+y)+2f(x—y) —4f(x) +af(y) = 3y* — 2* — 2y + xy®
Riesenie: Zacneme tak, ako sme povedali v ivode, dosadenim nejakych konkrétnych hodnét za = a y.
Nech z = 0 aj y = 0, potom dostaneme f(0)+2f(0) —4f(0) = 0, teda po uprave f(0) = 0. Dosadme
teraz y = 0. Rovnica bude mat tvar f(z)+2f(x) —4f(x) +2f(0) = —22. Kedze f(0) = 0 dostaneme
f(x) = x*. Zistili sme, Ze jedingm moZnym kandidatom na rieSenie je f(r) = 2. NemodZeme to viak
hned prehlésit za rieSenie, lebo tpravy, ktoré sme robili, boli len désledkové. Po skiske dostaneme,
7e f(x) = x*® naozaj vyhovuje zadaniu.

b) f(x+vy)+ flx —y) =22 +2
Riesenie: Ako v predoslom pripade zac¢nime dosadenim x = 0 a y = 0. Rovnica sa zmeni na
f(0)+ f(0) =2, teda f(0) = 1. Teraz nech 2 = 0 a méme rovnicu

f) +f(-y) =2
Z toho ovela mudrejsi nie sme, preto skiisme dosadit y = 0 a dostaneme
flz)+ f(z) =22 + 2.

Po predeleni dvomi dostaneme funkciu f(x) = x + 1. Opét ju nemdZeme hned prehlasit za riesenie,
ale treba urobit skisku. V nasom pripade dostaneme

f@t+y+flz-—y)=@@+y+)+(@—-y+1)=22+2.

Funkcia f(z) = 2 + 1 je teda naozaj jedinym rieSenim danej funkcionélnej rovnice.

c) fx+y) —2f(zy) = 3f(x) + (22" = ) f(y) = 2x(xy — 1) =5
Riesenie: Opit nech z = y = 0, ¢im dostaneme —5f(0) = —5, teda f(0) = 1. Sktisme dalej dosadit
x = 0. Nasa rovnost sa zmeni na

F(y) = 2£(0) — 3£(0) + (1) f(y) = —5.

Po uprave to bude —5f(0) = —5, teda f(0) = 1. To sme uz vedeli, tak vyskasajme y = 0. Dostaneme

f(z) —2f(0) — 3f(x) + (22* — 1) f(0) = —22 — 5.

Po tpraviach —2f(z) — 2+ 222 — 1 = —2z — 5, teda f(x) = 22 +  + 1. Dan4 funkcia je naozaj
rieSenim. Skugku ponechévame na citatela.

2. Néjdite vsetky funkcie f: R — R, pre ktoré plati f(z+y) = f(y) - a”, kde a je kladné reélne ¢islo
a navyse plati a # 1.

Riesenie: Tato rovnica vyzerd na prvy pohlad inak ako tie predo$lé, ale preto sa jej eSte netreba
zlaknuf. Skisme podobne ako doteraz dosadit nejaké vhodné hodnoty za x a 3. Nech teda pre zaciatok
x =y = 0. Dostaneme f(0) = f(0). Ni¢ nam to nedalo, tak skisime nieco dalsie. Dosadit = = 0 by uz
na prvy pohlad k ni¢omu neviedlo, tak dosadme radsej y = 0. Dostaneme f(z) = f(0) - a®. Hodnota
f(0) je nejakad konkrétna konstanta, preto ju oznacme f(0) = ¢. Mame teda rovnost f(x) = c- a”.



Pre ktoré ¢ je dand funkcia rieSsenim? Staci dosadit f(x) = ¢ - a” do povodnej rovnosti a dostaneme
flx+y)=c-a®¥ =c-a¥-a® = f(y)-a®. Ako vidime, funkcia f(z) = c-a” je rieSenim pre akékolvek
¢, ¢ize pre aktkolvek hodnotu f(0).

3. Ukéazte, ze nasledujtice funkcionalne rovnice nebudi platit pre ziadne f: R — R:

a) flx+y)+ flz—y)— flz) = fly) + = —y°
Riesenie: Uvedieme tu len struc¢ny navod. Podobnym dosadenim ako v predoslych prikladoch dosta-
neme, ze rieSenim mozu byt len linedrne funkcie f(z) = x4+ f(0). Ako to bude so skiskou spravnosti?

b)f(z) + f(-y) = 2* —y°

Riedenie: Sktisme ako v predoslych prikladoch dosadit x = y = 0. Po tprave dostaneme f(0) = 0.
Dosadenim y = 0 dostaneme f(z) = z2. Je tato funkcia naozaj riesenim danej funkciondlnej rovnice?
Zaujimavé na tomto priklade je v8imnit si, ¢o by sa stalo, keby sme potom dosadili = 0. Dostali by
sme rovnicu f(—y) = —y?. Nech —y =t (¢ bude volna premenna podobne ako y), potom dostaneme
f(t) = —t% Dostali sme teda, Ze pre hladant funkciu f musi platit 22 = f(z) = —22. Toto viak
nastane len pre x = 0, ale méa to platit pre vSetky realne ¢isla, teda dana funkcionalna rovnica nemé
rieSenie.

4. Najdite vsetky funkcie f: R — R, pre ktoré plati:

a)f(z+y) =2f(z —y) + f(z) =2f(y) =y =2
Riesenie: Nech © = y = 0, ¢im dostaneme —2f(0) = —2, teda f(0) = 1. Dosadenim y = 0 nedosta-
neme ni¢ nové (vyskusajte si). Preto skisme dosadit # = 0. Dostaneme rovnicu

) =2f(=y) +1=-2f(y) =y - 2

Vidime, Ze v argumentoch funkcie sa nam vyskytuje y a —y. Potrebujeme s nimi nieco spravit tak,
aby sa tam nevyskytovali oba sticasne, ale len jeden. Tu sa ndm pontkaju substitucie y =t ay = —t.
Po tprave dostaneme nasledovné rovnice.

f0) - 2f(~t) = t-3
—f(=t)=26(t) = ~t-3

Dostali sme dve rovnice s funkciami s tymi istymi argumentmi, teda ich stac¢i vhodne od seba odcitat.
Vynésobenim druhej rovnice ¢islom —2 dostaneme rovnice:

—ft)=2f(-t) = t-3
2f(—t) +4f(t) = 2t+6

Ich séitanim dostaneme 3f(t) = 3t + 3, ¢o po predeleni rovnice ¢islom 3 déva funkciu f(t) = ¢ + 1.
Po dosadeni do povodnej rovnice dostavame

fle+y) —2f(x—y)+ flz) =2f(y) =2z +y+1-2@@—-y+1)+2+1-2y+1)=y—2.
Funkcia f(t) =t + 1 je teda naozaj rieSenim pdvodnej funkcionélnej rovnice.
b)f(x+y) = 3f(x—y) =2(f(y) + 1= %) —2/(x) + y(4z — y)

o) f(x+y)+2f(xr—y)=3f(x) -y



Riegenie: RieSenie prikladov b) a c¢) je analogické s rieSenim prikladu a), preto ho ponechdvame na
Citatela.

5. Najdite vsetky prosté funkcie f: R — R také, ze pre vSetky realne ¢isla x, y plati
faf(y) +9*) + fla+y) = flz —y) + [° + (F©)")

Riesenie: Skusime dosadif také x, y, aby vznikli jednoduchsie vyrazy. LahSie sa ndm potom s nimi
bude pracovat a skor si vSimneme vlastnosti funkcie f.

Napriklad po dosadeni y = 0 bude pre vSetky x platit f(z —y) = f(z +y) = f(z) a tento vyraz
mozeme odéitat od oboch stran rovnice; dostaneme f(zf(0)) = f(f(0)?). Skiimana funkcia je prosta,
teda z rovnosti funkénych hodnét f(a) = f(b) vyplyva rovnost argumentov a = b. Preto v nasom
pripade pre vsetky redlne z musi platit zf(0) = f(0)2, z ¢oho f(0)(z — f(0)) = 0, takze f(0) = 0
(druhy ¢initel x — f(0) je rovny 0 pre nanajvys jedno z). Ni¢ viac takto nedostaneme, treba skusat
dalej.

Ind moznost je skusit dosadit z, y tak, aby vypadli vyrazy f(zf(y) + v?) a f(v* + (f(y))?). Z
porovnania argumentov je na prvy pohlad jasné, ze musime zvolit x = f(y) (zjavne pre Tubovolné y
je hodnota f(y) definované, ni¢ ndm preto nebréani dosadit ju za ). Nasa rovnica sa potom zredukuje
na f(f(y)+y) = f(f(y)—y), opiaf vyuZijeme, Ze f je prostd; z rovnosti argumentov dostavame y = —y.
Toto vSak zrejme nie je pravda pre vsetky realne ¢isla y, takze sme skoncili: neexistuje ziadna funkcia,
ktora by spliiala vietky podmienky zadania.

6. Najdite vsetky funkcie f: R — R také, ze pre vSetky realne ¢isla x, y plati
f@® —v*) + f(x +2y) = f(2® + 2y +?) + 32.

Riesenie: Tak ¢o s tym? Dosadme x = 0, dostaneme f(—y3) + f(2y) = f(y?).Z tohto dostaneme,
ze f(0) = 0, ale ni¢ viac, kedze argumentami f st v ziskanom vyraze neprijemné polynémy, kazdy
iného stupna.

Nech y = 0, dostaneme f(2?) + f(z) = f(2?) + 3x. O ni¢ lepsie ako naposledy, ¢len 3z na pravej
strane nemoZzeme nijako vyuzit, kedZe nevieme ni¢ o vztahu medzi ostatnymi ¢lenmi. Ani porovnanie
s predoslym tvarom (ktory ma v argumentoch polynémy rovnakych stupriov) nevedie nikam: keby
sme teraz za x dosadili y ¢i 2y a porovnali to s vysledkom z predoslého odstavca, zase dostaneme len
ni¢ nehovoriaci vyraz s roznymi polynémami premennej y v argumentoch funkcie f.

Skiisme nieco dosadit tak, aby nejaky vyraz na lavej strane bol rovnaky ako vyraz na pravej strane
(potom oba vypadni). Na prvy pohlad nevidime velkt pribuznost medzi argumentmi f na lavej a
na pravej strane, ni¢ sa nepontuka samo od seba. Skiisme sa najprv zbavif najzlozitejsich vyrazov.
Nemusi to nikam viest, ale za pokus to stoji. Vieme ndjst také x, y, aby 2® — y® = 2% + zy + y??
Vyraz na lavej strane tejto rovnosti vieme rozlozit na stacin; po ekvivalentnej uprave dostaneme

(* +ay+yH)(z—y—1)=0.

Lahko sa tpravou na Stvorec presved¢ime, ze
2 2 2 Y Y2 Y\? 2 Y\?2 | 3
2.0-2 <_> — <_> ( _> -y° >0,
r+xy+ty T+ 2-x 2+ 2 9 +y m+2 +4y

rovnost nastéva iba pre x = y = 0 a tento pripad nas z pohladu funkcionélnej rovnice uz nezaujima.
Preto budeme doséadzat tak, aby bol rovny 0 druhy vyraz x —y — 1. To sa d4 dosiahnut Tahko, staci,
aby x =y + 1. Po dosadeni x = y 4+ 1 do nasej rovnice dostavame

fBy+1)=3(y+1), (1)



ostatné ¢leny vypadli. Uvedomme si silu ndsho dosadenia. Spociva v tom, Ze mame aspoii jeden volny
paramater — premennd v nasom vyraze (1), za ktoria mozeme dalej dosadzovat. Keby to tak nebolo,
nehovori ziskany vztah o f takmer ni¢, nanajvys o niekolkych konkrétnych hodnotéch (napriklad
keby sme vynulovali prva zatvorku volbou x = y = 0, dostaneme f(0) = 0, ale ni¢ viac).

Pozrime sa na vztah (1), ktory plati pre vSetky redlne y. Ponika sa ndm substiticia 3y + 1 = z,
aby sme na lavej strane mali jednoduchsi vyraz v argumente. Tato substittcia je linedrna, teda
vieme spiitne lahko a jednozna¢me vyjadrit y = (z — 1)/3. Inak povedané, funkcia y — 3y + 1 je
bijektivna na mnozine realnych ¢isel — ku kazdému y vieme nédjst z a naopak, preto touto substitticiou
ni¢ nestracame, vztah, ktory dostaneme, bude ekvivalentny so vzfahom (1). (Pre porovnanie si to
porovnajte so substitiiciou z = x? v nasledujiicom priklade.)

Po substiticii popisanej v predoSlom odstavci dostaneme vztah

z—1

f(z):3-( . +1>:z+2,

ktory musi funkcia f spliiaf pre vietky realne &isla z. Ostava nam len overit, ¢ funkcia f(z) = z + 2
je rieSenim povodnej rovnice. Riesenim nie je, pretoze po dosadeni y = 0 dostaneme polynomicki
rovnicu pre z, ktorej rieSenim moze byt len konecne vela ¢isel z (nanajvys tri, kedZe je to rovnica
tretieho stuptia) a teda rovnost zo zadania nemoze byt splnend pre vsetky z, y.

7. Najdite vsetky funkcie f: R — R také, ze pre vSetky realne cisla x, y plati

f(@® 43y +xy) = flay) +3f(y) + 2.

Riesenie: Po dosadeni y = 0 dostaneme

f(z?) = 4f(0) + 2°. (2)
Ked do tohto dosadime x = 0, dostaneme f(0) = 0, teda zo vztahu (2) mame
f(a?) = a*. (3)

Hned sa pontika substitticia z = 22, po jej zavedeni dostaneme f(z) = z a boli by sme raz-dva hotovi,
keby nasa substitticia nemala jeden hacik. Cislo 22 je vidy nezdporné, preto vztah (3) nehovori ni¢ o
hodnotach funkcie f pre zaporné ¢isla. Preto po zavedeni substitiicie treba dodat podmienku z > 0,
bez ktorej by sme mohli stratit niektoré rieSenia. Porovnajte ttito substitiiciu so substitticiou pouzitou
v prechadzajicom priklade.

Zostava nam preskimat hodnoty funkcie f na mnozine zapornych ¢isel. Dosadenie = 0 neda vela
uzitocného, preto skusime dosadit nieco tak, aby nejaké vyrazy na lavej a pravej strane boli rovnaké
a vypadli. Moznosti je niekolko, ich preskiimanie ¢itatelovi vrelo doporuc¢ujeme. My sa pozrieme na
prvi, ¢o padne do oka: vlavo aj vpravo je v jednom vyraze argumentom funkcie zy, tak skisime
dosiahnut, aby x? + 3y + zy = wy pre ¢o najviac dvojic ¢isel z, y. Nech teda y = —x?/3. Toto
dosadime do skiimanej rovnice a po tprave dostaneme

0=3f(—=)+=z"

Vyborne, zjavne m4 f zdporny argument. Nech 2 = —2?/3, nezabudneme, 7e z je nekladné &islo. Po
dosadeni a tprave dostaneme f(z) = z pre nekladné z. Rovnaky predpis musi mat f aj na kladnych
¢islach, ako sme uz dokazali. Lahko si overime, Ze tato funkcia je rieSenim pdvodnej rovnice.



8.Najdite vsetky funkcie f : R — R také, ze pre vSetky realne ¢isla x, y, z plati

fly+z2f(x)) = fly) +2f(2).

Riesenie: Dosadme za (z,vy, z) hodnoty (1,0, 0):

fO)=fO)+f0) = [fO)=0

Funkcia f(z) = 0 je rieSenim nasej funkcionalnej rovnice.
Nech dalej existuje také k, ze f(k) # 0. Dosadme (z, 0, k):

f(kf(x)) = 2 f (k). (4)

Mézeme si v§imnuf, ze ak pre nejaké a, b plati f(a) = f(b), potom f(kf(a)) = f(kf(D)), a teda podla
rovnosti (4) af(k) = bf (k). To je ekvivalentné s rovnostou a = b, teda hladané funkcia je prosta.
Do (4) dosadme = = 1 a dostdvame f(kf(1)) = 1f(k). Odtial kf(1) = k, ¢o plati len vtedy, ked
f(1) = 1.

Do rovnice zo zadania dosadme (z,0,1):

f(f (@) = f0) +2f(1) = . (5)
Nech y = 0, * = f(2), potom f(zf(f(2))) = f(z%) = f(2)?, ¢ize f(x) > 0 pre vietky z > 0.

Dosadenim 2 = 1 do rovnice zo zadania ziskame

fly+2)= 1)+ f(2). (6)

Nech teraz z = —y.

fly—y) = fly)+ f(-y)
—fly) = f(~y)

Vidime, Ze naSa funkcia je neparna. Uz vieme, Ze f(x) > 0 pre x > 0, teda bude platit, ze f(z) <0
pre x < 0. Tak a uZ sa blizime k zaveru. Cim dalej tym viac sa ndm nasa funkcia za¢ina podobaf na
funkciu f(z) = z. Uz to len trochu celé dotiahnut.
Predpokladajme, ze existuje také k, ze

F(k) = k+1, (7)

[ # 0. Potom
E2 ) L ) D F8)+ 10 Dkt L4 10).

Teda existuje [ také, ze f(I) ma opac¢né znamienko ako [ a to je v spore s tym, ¢o vieme o funkcii f.
Tym sme ukézali, ze f(z) = x pre vSetky x € R. Tato funkcia je naozaj rieSenim nasej funkcionélnej
rovnice a spolu s f(z) = 0 st to jediné riesenia.



